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はじめに

本講義の目的は、物理学に現れる対称性とトポロジーを理解する第一歩
として、また、特殊および一般相対性理論を理解するための数学的準備と
して、群論、リー群、微分幾何の基礎を教授することである。応用例とし
て、素粒子の標準模型を取り上げる。数学的な観点からこの問題を眺める
ことによって、リー群に対する理解が深まることを期待している。物理学
が自然現象を記述する普遍的な学問であるゆえんは、見方（座標）によら
ない記述が可能だからである。そして、どの程度見方によらないかという
ことは、どのようなクラスの変換に対して基礎方程式が不変（変換によっ
て方程式の形を変えない）であるかということによって特徴づけられる。
リー代数の言葉でいえば、見方とは特定の基底の基づく「表現」であり、
見方によらない不変な性質がリー代数やリー群の対称性によって記述され
る。この対称性だけに依拠しているために、トポロジカルな性質は、対称
性を破らない摂動の影響を受けないのである。
この講義ノートを作成する際に次の書籍を参考にした。

• 佐藤光　「物理数学特論　群と物理」丸善 (1992) 群の基礎概念と
リー群を物理への応用例を紹介しながら解説した教科書。

• Howard Georgi, Lie Algebras in Particle Physics (Westview Press,

1999) 素粒子への応用を念頭に置いた教科書

• 窪田高弘　「リー群とリー代数」SGCライブラリ 66　サイエンス
社　リー群とリー代数に特化した物理の学生向きの教科書。

• 吉川圭二　「群と表現」（理工系の基礎数学 9）岩波書店 群論とそ
の表現論についての物理学者の視点から書かれた入門書。

• 岩堀長慶　「ベクトル解析」裳華房　ベクトル解析と微分形式の優
れた入門書
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第1章 群論の基礎

ある幾何学的対象物を離散的な回転、鏡映、平行移動によって自分自身
に重ね合わすことができる時、これら 3つの操作の組み合わせで構成され
る群を空間群（または結晶群）と呼ばれる。特に、回転と鏡映だけから構
成される群を点群という。群の変換が不連続な群を離散群、連続な群を連
続群という。また、元の数が有限個の群を有限群、無限個の群を無限群と
いう。これらの概念を拡張して、物理法則を不変に保つような変換の集ま
りからなる群も構成できる。直交群、ユニタリ群、ゲージ群などがその代
表例である。第 1章ではこれらを理解するために必要な群論の基礎につい
て述べる。

1.1 群の定義

群とは、ある共通した性質を持つ要素の集合と要素間の結合（すなわ
ち、要素の和あるいは積）の法則が与えられているものをいう。 以下で
は群 Gの任意の 2つの元 a と b の積を abと書こう。 結合法則が可換
（アーベリアン）の時は、積 ab は和の形 a+ bで書かれる場合もある。 G

が群であるための条件は次の 3条件を満足していることである。

• 結合則 (ab)c = a(bc)

• 単位元 e を含むすべての元 a ∈ Gに対して ae = ea = a が成立

• すべての元 a ∈ G に対して逆元 a−1 が存在し aa−1 = a−1a = e が
成立

G のすべての元が互いに可換な時、G は可換群（アーベル群）と呼ばれ
る。それ以外は非可換群（非アーベル群）と呼ばれる。群Gの元の数を
群の位数 (order)といい、|G|と書く。
2つの群GとKの直積集合 G×K := {(g, k)|g ∈ G, k ∈ K} は、結合

則 (g1, k1)(g2, k2) = (g1g2, k1k2)の下で群をなす。
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1.2 部分群

群Gの元の集合の部分集合 H がそれ自身群をなす時、H をGの部分
群という。H がGの部分群であるための必要十分条件は、H の任意の元
a, bに対して ab−1もまたH の元となることである。単位元のみからなる
群 {e}およびGそれ自身はGの自明な部分群である。他の部分群は非自
明な部分群と呼ばれる。

1.3 正規部分群

G の正規部分群 (normal subgroup)H は、すべての g ∈ G に対して
gHg−1 = H が成立する部分群である1。すなわち、正規部分群は共役変
換に対して不変な部分群である。自明な部分群である {e}やGは正規部
分群である。

1.4 中心化群、正規化群

群Gの部分集合 Sを考える (Sは部分群である必要はない)。Sのすべ
ての元 sと可換なGの元からなる集合CG(S)はGの部分群を成し、Gの
中心化群 (centralizer)という。すなわち、

CG(S) = {g ∈ G|sg = gs (∀s ∈ S)}. (1.1)

Gの部分集合 S の共役 gSg−1 が S 自身に等しくなるような元 g の集
合NG(S)はGの部分群を成し、正規化群 (normalizer)と呼ばれる。すな
わち、

NG(S) = {g ∈ G|gSg−1 = S}. (1.2)

NG(S)の元 gは言わば S 全体と可換であり (gS = Sg)、S の個別の元 s

と可換である必要はないことに注意せよ。
特に、S = Gの場合は、中心化群は単に中心 (center)とよばれ、Z(G)
と書かれる。また、正規化群は正規部分群H となる。中心は可換群であ
り、かつ、正規部分群でもある。Gが可換群であるときには、Z(G) = G

である。

1不変部分群 (invariant subgroup)と呼ばれることもある。
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1.5 置換群

置換群 (permutation group) Gは、与えられた有限集合M の要素を置
換操作する元の集合である。置換群はM をそれ自身に移す 1対 1写像で
ある。M をそれ自身に移すすべての置換からなる群を集合M の対称群
(symmetric group)といい、Sn と書く。ここで、nは集合M の要素の数
である。Snの位数（元の個数）は n!であり、任意の置換群は Snの部分
群である。2個の要素を交換する操作を互換 (transposition)という。
位数 nの有限群の元は自然数 1, 2, · · · , nを用いてラベル化することが

できる。この時、有限群の任意の置換 σは、1, 2, · · · , nを i1, i2, · · · , inへ
おきかえる置換

σ =

(
1 2 · · · n

i1 i2 · · · in

)
(1.3)

とみなすことができる。ここで、i1, i2, · · · , inは 1, 2, · · · , nを並び変えた
ものである。特に、1 → 2, 2 → 3, n − 1 → n, n → 1 なる置換を巡回置
換 (cyclic permutation)と言い、(1, 2, · · · , n)と書き、n-サイクルという。
例えば、3-サイクルは (1,2,3)と (1,3,2)の 2種類あり

(1, 3, 2) =

(
1 3 2

3 2 1

)
(1.4)

である。
対称群の例として要素の数が 3の S3を考えよう。元の個数は 3! = 6個

で、これらを書き下すと

e, a1 = (1, 2, 3), a2 = (3, 2, 1), a3 = (1, 2), a4 = (2, 3), a5 = (3, 1)(1.5)

となる。群の積の規則を一覧表にしたものを群表という。S3の群表を表
1.1に示す。この表から置換群 S3 は正規部分群 Z3 = {e, a1, a2}を持つこ
とが分かる。

1.6 商群

H をGの部分群とする。任意の g ∈ Gに対して、

gH := {gh|h ∈ H} (1.6)

をH の左剰余類 (left coset)という。同様に、右剰余類 (right coset)は

Hg := {gh|h ∈ H} (1.7)
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\ e a1 a2 a3 a4 a5

e e a1 a2 a3 a4 a5

a1 a1 a2 e a5 a3 a4

a2 a2 e a1 a4 a5 a3

a3 a3 a4 a5 e a1 a2

a4 a4 a5 a3 a2 e a1

a5 a5 a3 a4 a1 a2 e

表 1.1: 対称群 S3の群表。列の要素を最初に、次に、行の要素を作用させ
た結果を示す。たとえば、a1a3 = a5である。

で定義される。
例えば、(1.5)の対称群 S3の場合、H = {e, a1, a2} は非自明な（正規）
部分群であり、{a3, a4, a5} はその剰余類 aiH = Hai である。ここで、i
は i = 3, 4, 5のどれでもよいことに注意しよう。また、左剰余類は右剰余
類と等しい。これは、H がGの正規部分群だからである。
Gの部分群Hのすべての剰余類の位数 |H|は同じである。実際、f(g) :=

g2g
−1
1 gに対する写像 f : g1H → g2H は、逆 f−1(g′) = g1g

−1
2 g′が存在す

るので 1対 1である。従って、g1H と g2H の位数は等しい。
g1, g2 ∈ Gとすると、g1H と g2H は一致するか共通の元を持たない。実
際、もし両者が共通の元を持つとすると、g1h1 = g2h2なる h1, h2 ∈ H が
存在するので、g1 = g2h2h

−1
1 ∈ g2Hとなる。このとき、g1Hの任意の元h′1

は h′1 = g1h
′ (h′ ∈ H)と書けるので、h′1 = (g2h2h

−1
1 )h′ = g2(h2h

−1
1 h′) ∈

g2H となり、g1H ⊂ g2H となる。同様にして、g2H ⊂ g1H 持いえるの
で、両者は一致する。対偶を取って、一致しないときは共通元を持たない。
この性質を用いることで、Gを互いに共通元を持たない剰余類に分割
できる。特に、Hが正規部分群の場合は、gH = Hgであり、2つの（左）
剰余類の積を (g1H)(g2H) = (g1g2)H で定義することで群構造を導入す
ることができる。これを商群 (quotient group)といい G/H と書く2。た
とえば、３次の対称群の場合、商群 S3/Z3 は Z2 = {Z3, a3Z3}で与えら
れる。 以上の結果から、次のラグランジュの定理が得られる。

Theorem 1 (ラグランジュの定理) 有限群Gの位数 |G|は、そのすべて
の部分群H の位数 |H|で割りきることができる。

商 |G|/|H| はGの左または右剰余類の個数を与える。これをGにおける

2因子群 (factor group)あるいは剰余群 (residue class group)ともいう
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H の指数 (index)といい [G : H] と書く。従って、

|G| = [G : H] · |H|. (1.8)

有限群Gの任意の元 gの位数 kとは、gk = eを満たす最小の自然数と
して定義される。この時、H := {e, g, g2, · · · , gk−1} は Gの部分群をな
す。ラグランジュの定理により、kは n := |G|の約数である。それゆえ、

gn = e. (1.9)

が G の任意の元 g に対して成立する。これから、フェルマーの小定理
(Fermat’s little theorem) 3、 およびその一般化であるオイラーの定理
(Euler’s theorem) 4が導かれる。特に、位数が素数 pの群は巡回群か単
純群5である。このことからウイルソンの定理 (Wilson’s theorem)6が導か
れる。

1.7 共役類

群 Gの２つの元 a と b が G の元 gを用いて b = g−1agと書ける時、
互いに共役 (conjugate)であるという。ある与えられた元 aに共役なすべ
ての元の集合を aの共役類という。

S(a) := {g−1ag (∀g ∈ G)} (1.10)

定義により、共役類は次の性質を満たす。

g−1S(a)g = S(a) (∀g ∈ G) (1.11)

群Gは互いに交わらない共役類の和として書ける。例えば、対称群 S3

は次のように共役類の直和に分解できる。

S3 = {e} ⊕ {a1, a2} ⊕ {a3, a4, a5} (1.12)

共役類の直和で書ける部分群は正規部分群である。後に述べるように、共
役類は群の既約表現と 1対 1の対応関係がある。

3If p is a prime number, then for any integer a, the number ap − a is an integer
multiple of p. In other words, ap ≡ a (mod p). If a is not divisible by p, Fermat’s
little theorem is equivalent to the statement that ap−1 ≡ 1 (mod p).

4If n and a are coprime positive integers, then aϕ(n) ≡ 1 (mod n), where ϕ(n) is
Euler’s totient function (その数以下でその数と互いに素な数の個数).

5自明でない部分群を持たない群を単純群 (simple group)という。
6If p is prime, then p is a factor of (p− 1)! + 1
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1.8 射

射 (morphism)とは、ある対象M から別な対象M ′へ数学的構造（特

に、積の構造）を保ったまま移す写像 f をいい、M
f−→M ′と表記する。

f が群Gの元で、かつ、M ′ =M の場合は、GのM への作用はM の

M 自身への同型写像 G
f−→ AutM である7。特に、M が n次元実ベク

トル空間 Vnの場合は、 AutVn = GL(n,R) は n次元一般線形変換群と
なる。

1.8.1 準同型写像

群Gから群Kへの写像 f が（群）準同型 (group homomorphism)であ
るとは、Gの 2つの元 a, bに対して f(ab) = f(a)f(b)が成立することをい
う。f によってKの単位元に写像されるG の元の集合を準同型写像の核
(kernel)といい、Kerf と表記する。また、f によって移されるGの像の全
体を準同型写像の像 (image)といい Imfと記す。特に、K = Gの場合は、
Gから自分自身への準同型写像となり、これを自己準同型 (endomorphism)

という。特に、次の準同型定理が重要である（証明は数学の教科書を参照）。

Theorem 2 (準同型定理) 写像 f: G→K が準同型写像とすると
G/Kerf ≃ ImK

特に、f が全射の場合は G/Kerf ≃ K である。

1.8.2 同型写像

準同型写像 f が全単射 (bijection、写像が単射（1対 1）で、かつ、上へ
の（全射）写像)の時、同型写像 (isomorphism)という。連続な同型写像
を同相写像 (homeomorphism)という。GからK への準同型写像が同型
写像になるためには、写像の核が単位元のみで、かつ、像がK 全体に一
致 (Imf=K)しなければならない (準同型定理 2を参照せよ)。

1.8.3 自己同型

GからGへの全単射の準同型写像 fを自己同型写像 (automorphism)と
いう。このとき、fはGの元を並べ替える置換の役割を果たす。Gのそれ自
身への作用Φを内部自己同型 (inner automorphism)といい G

Φ−→ AutG

と書く。g, x ∈ Gとすると内部自己同型写像は Φ(g)x = gxg−1で定義さ
れる。

7群の各元は逆元を持つため写像は全単射である。
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群論の物理学への応用を考えると、群の様々な操作を物理的な状況に当
てはめて具体的に計算することが必要になる。表現論はこの目的のために
役立つ。群の性質は次に述べるベクトル空間で表現される。

2.1 ベクトル空間

群の操作を定量的に記述するためには、適当な座標系を導入してそれを
用いて操作を表現する。具体的には、ベクトル空間 (vector space)を考え
て、その中での線形変換として群の操作を表現する。ベクトル空間は線形
空間 (linear space)とも呼ばれる。
ベクトル空間 V とは、和とスカラー倍が定義されたベクトルの集合を

いう。具体的には、次の条件を満たすベクトルの集合をいう。

x,y ∈ V ならば ax+ by ∈ V (∀a, b ∈ C). (2.1)

ここで、C は複素数全体の集合である。ベクトル空間 V の次元 n は V

に属する線形独立なベクトルの最大個数によって与えられる。それゆえ、
ベクトル空間の基底 (basis)の完全な組は、ベクトル空間の次元 nと同じ
数のベクトル ai (i = 1, 2, · · · , n) からなる。ベクトル空間の任意の元は
基底ベクトルの線形結合として一意に表される。
群の各元の作用は、ベクトルを別なベクトルに変換する線形変換 (linear

transformation)として表現される。T が線形変換の演算子である条件は

T (ax+ by) = aTx+ bTy (2.2)

を満足することである。T によって基底ベクトルは

Tak =

n∑
i=1

aiTik (2.3)

と１次変換される。任意のベクトルxは基底ベクトルを用いてx =
∑n

i=1 xiai

と展開できる。(2.3)を用いると、ベクトル xは T によって次のように変
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換されることが分かる。

x′ ≡ Tx =
∑
k

xkTak =
∑
k

xk
∑
i

aiTik

=:
∑
i

x′iai (2.4)

よって係数ベクトル (xi)はT によって次のように変換されることが分かる。

x′i =
∑
k

Tikxk (2.5)

これは、基底ベクトル {ai}という「座標系」を定めることによって、線
形演算子 T の n行 n列の行列表現 Tikが得られたとみなすことができる。
更に、別な線形演算子 Sが

Sak =
∑
i

aiSik (2.6)

を満足する場合は、Sを x′ =
∑

i x
′
iaiに作用させて (2.5)を用いると

x′′ := Sx′ =
∑
i,k,l

alSliTikxk (2.7)

となるので

x′′l =
∑
i,k

SliTikxk =
∑
k

(ST )lkxk (2.8)

が得られる。このように、線形演算子の行列表現は結合則を満たす。この
ような行列のうち、正則な行列のみを考えると逆行列も存在し、かつ、す
べての基底ベクトル ai を自分自身に移す線形演算子である単位演算子 1

に対する行列表現は単位行列で与えられるので、そのような正則な行列全
体の集合は群をなすことが分かる。これを一般線形変換群 (general linear

transformation group)といいGL(n,C)と書く。
群 Gから一般線形変換群 GL(n,C)の中への準同型写像 D を群 Gの

（行列）表現という。群Gの元 gごとに表現D(g)が対応する。D(g)は n

行 n列の正則行列で表される線形演算子であり、次の性質を満足する。

• Gの単位元 eには単位行列D(e) = 1が対応する。

• Gの元 gの逆元 g−1には逆行列が対応する： D(g−1) = D−1(g)。

• Gの 2つの元 g, g′の積 gg′の表現D(gg′)はそれぞれの表現の積に
等しい、すなわち、D(g)D(g′) = D(gg′)、これはGからGL(n,C)

への写像が準同型写像であるという要請の帰結である。
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e a b

e e a b

a a b e

b b e a

表 2.1: 位数 3の巡回群 Z3の群表。たとえば 2行 3列の要素は ab = eで
あることを示している。

• 表現の次元は、表現空間の次元 nとして定義される。

群の元から表現行列への写像は準同型であるから、対応は一般には多対
1である。特に、群のすべての元に単位行列１を対応させる表現を恒等表
現、写像が同型（全単射）の表現は忠実な表現 (faithful representation)

という。
群は線形空間で表現されるので、表現の基底は正規直交完全系であれば

任意に選べる。ある基底 ai から別の基底 a′i := S−1aiへ変換すると、そ
れに伴い表現もD(g)から

D′(g) = S−1D(g)S, (2.9)

へと変換される。これは変換行列 Sによる相似変換 (similarity transfor-

mation)である。群表は相似変換をしても変わらない1。従って、相似変換
によって結ばれている 2つの表現DとD′は等価な表現 (equivalent rep-

resentations)ということができる。すべての g ∈ Gに対してD(g)がユニ
タリ行列のとき、表現はユニタリであるという。後に示されるように、有
限群の表現はユニタリ表現に等価である。
例として、位数３の巡回群 (cyclic group) Z3 = {e, a, b}を考えよう。群

の元の積の規則を一覧表にしたものを群表 (group table)という。位数３
の巡回群の群表は表 2.1に示している。各行と列にはそれぞれ群のすべて
の元が含まれていることに注意しよう。これは、各元に逆元が存在するた
めに必要である。このことはまた、各元の作用が元の順序を置換すること
に他ならないことを意味している。Z3 のすべての元は 3乗すると単位元
になるので、Z3の 1次元表現は次のように与えられることが分かる。

D(e) = 1, D(a) = e2πi/3, D(b) = e4πi/3. (2.10)

これらが群表 2.1と同じ積の法則を満足していることは直接計算で確かめ
ることができる。

1相似変換 a → S−1aS, b → S−1bS に対して、積の関係は ab → S−1abS =
(S−1aS)(S−1bS)となり保存される。
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2.2 正則表現

群の元が基底を構成するベクトル空間上の線形表現を正則表現 (regular

representation)という。この時、群の位数 nだけ異なる基底が取れるの
で、表現の次元は群の位数 nに等しい。群Gの元 gi (i = 1, 2, · · · , n)から
構成される表現の基底を |gi⟩と書こう。群の元 giの表現をD(gi)と書く
と、定義によりD(gi)は基底 |gj⟩を基底 |gigj⟩へと変換する2。すなわち、

D(gi)|gj⟩ = |gigj⟩ (2.11)

基底 |gi⟩を i番目の要素だけが 1で他の要素は 0の列ベクトル

(0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)T (2.12)

(T は転置を意味する)、⟨gi|はそれを転置して得られた行ベクトルとみな
すと、

⟨gi|gj⟩ = δij (2.13)

であり、また、D(g)は行列とみなせ、その行列要素は次のように与えら
れる。

[D(g)]ij := ⟨gi|D(g)|gj⟩ = ⟨gi|ggj⟩. (2.14)

従って、D(g)は行と列がそれぞれ 1を 1個だけ含み、他は 0の行列であ
ることがわかる。
例として、位数３の巡回群 Z3 = {e, a, b} を考えよう。正則表現の基底
は |e⟩, |a⟩, |b⟩で与えられるので、正則表現Dの行列表示は次のようにな
ることが分かる（群表 2.1と比較せよ）。

D(e) =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

, D(a) =

 0 0 1

1 0 0

0 1 0

, D(b) =

 0 1 0

0 0 1

1 0 0


(2.15)

2.3 既約表現

表現D(g)は不変な部分空間V を持つ場合に可約 (reducible)という。こ
れは任意の g ∈ Gと任意の v ∈ V に対して、D(g)v ∈ V であることを意

2数学的な言い方をすると、D(gi)は左正則表現 (left regular representation)であり、
∀gj ∈ Gに対して線形写像 D(gi) : gj 7→ gigj を行う。
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味する。部分空間 V への射影演算子を P とすると、表現Dが可約な条件
は次のように書ける。

PD(g)P = D(g)P (∀g ∈ G) (2.16)

例として前節で議論した位数３の巡回群Z3の正則表現 (2.15)を考えよう。
ここで、射影演算子

P =
1

3

 1 1 1

1 1 1

1 1 1

 (2.17)

を導入すると D(g)P = P がすべての g ∈ G に対して成立していること
が分かる。よって、PD(g)P = P 2 = P = D(g)P となり、条件 (2.16)を
満足している。従って、P は正則表現 (2.15)の不変部分空間への射影演
算子であり、表現は可約である。可約な表現空間はその群の不変部分空間
であるが、元の表現は一般に複数の不変部分空間に分解できる。他方、不
変部分空間に分解できない表現は既約 (irreducible)であるという。既約、
可約の条件は次のようにいうこともできる。D(g)vを表現空間の基底で展
開した時、どんな gに対しても、D(g)vが基底の真部分集合で展開できる
時は可約、すべての基底が必要な場合は既約である。
ベクトル空間の次元をN とし、P がベクトルの最初の n成分のみ残し、

残りの (N − n)成分を 0とする射影演算子としよう。この時、群Gの表
現が可約であるとは ∀g ∈ Gに対して、Gの表現が適当な相似変換によっ
て次の形にできることと等価である。(

D1(g) X(g)

0 D2(g)

)
(2.18)

ここで、D1, D2, X はそれぞれ n× n, (N − n)× (N − n), n× (N − n)
行列である。(2.18)が可約表現の条件 (2.16)を満足していることは直接代
入することで確かめることができる。
ある表現が、（相似変換によって）既約表現の直和で表される場合、完

全可約 (completely reducible)であるという。完全可約の条件は (2.16)に
加えて (I − P )D(g)(I − P ) = D(I − P )が成立することである。このと
き (2.18)のX がゼロになり、ブロック対角化される。ただし、ブロック
対角化された各ブロックが既約であるとは限らない。一般に、行列表示の
場合は、完全可約な表現は既約な行列Dj でブロック対角化できる。すな
わち、  D1(g) 0 · · ·

0 D2(g) · · ·
...

...
. . .

 = D1(g)⊕D2(g)⊕ · · · (2.19)
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後に示されるように、有限群の任意の表現は完全可約である。例えば、
(2.15)の場合、ユニタリ演算子

S =
1

3

 1 1 1

1 ω2 ω

1 ω ω2

 , ω = e2πi/3 (2.20)

を用いて、相似変換D′ = S−1DSを行うことで、ブロック対角化された
等価な表現が得られる。

D′(e) =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

, D′(a) =

 1 0 0

0 ω 0

0 0 ω2

,
D′(b) =

 1 0 0

0 ω2 0

0 0 ω

 (2.21)

無限群の例として加法群を考える。表現

D(x) =

(
1 x

0 1

)
(2.22)

は D(x)D(y) = D(x + y) を満足しており、単位元 D(0) = 1 と逆元
D−1(x) = D(−x)も存在するので加法群の表現となっている。この表現
は可約であるが、完全可約ではなく、また、ユニタリでもない。実際、射
影演算子

P =

(
1 0

0 0

)
(2.23)

はD(x)P = P、従って (2.16)も満足するので可約である。しかし、D(x)(I−
P ) ̸= (I − P ) なので、完全可約ではない。

2.4 有限群の基本定理

有限群の著しい特長は、表現がユニタリ表現に等価であり、かつ、完全
可約なことである。これを以下で証明しよう。

Theorem 3 (有限群のユニタリ表現) 有限群の表現はユニタリ表現に等
価である。
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証明　有限群Gの任意の表現 D(g) から次の演算子を定義する。

S :=
∑
g∈G

D(g)†D(g). (2.24)

S はエルミートでかつ非負なので、ユニタリ変換で対角化でき、対角成分
は非負である。

S = U−1

 d1 0 · · ·
0 d2 · · ·
...

...
. . .

U, dj ≥ 0 ∀j (2.25)

実際には dj はすべて正である。なぜならば、もしある dj がゼロならば、
あるベクトル vに対して Sv = 0となる。この時

0 = v†Sv =
∑
g∈G
||D(g)v||2 (2.26)

となるので、すべての g に対して D(g)v = 0 でなければならないが、
D(e) = 1なので矛盾する。よって、すべての jに対して dj > 0 である。
この場合、Sの平方根を

X ≡ S1/2 := U−1


√
d1 0 · · ·
0

√
d2 · · ·

...
...

. . .

U (2.27)

と定義すると、すべての dj が正なので、その逆X−1が存在する。それを
用いた新しい表現 D′(g) = XD(g)X−1 を定義すると、これはユニタリで
ある。実際、X† = X に注意すると

D′(g)†D′(g) = X−1D(g)†X2D(g)X−1

= X−1D(g)†
∑
h∈G

D(h)†D(h)D(g)X−1

= X−1
∑
h∈G

D(hg)†D(hg)X−1

= X−1SX−1 = 1. (2.28)

D′(g)とD(g)は相似変換で結ばれているので、両者は等価な表現である。
それゆえ、D(g)はユニタリ表現に等価である。

Theorem 4 (有限群の表現の完全可約性) 有限群の表現は完全可約であ
る。
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証明 定理 3により、ユニタリ表現の場合に証明すればよい。もし与えら
れた表現が既約であれば行列全体が一つのブロックを構成しており、完
全可約である。もし、それが可約の場合は、すべての g ∈ G に対して
PD(g)P = D(g)P が成立する射影演算子 P が存在する。 両辺のエル
ミート共役をとると PD(g)†P = PD(g)† が得られるが（射影演算子は
P = |ψ⟩⟨ψ|と書けるのでエルミートである）、D(g)はユニタリなので
D(g)† = D(g)−1 = D(g−1)が成立する。この関係式はすべての gに対して
成立するので、gをg−1とおいても成立する。それゆえ、PD(g)P = PD(g)

であり、(1−P )D(g)(1−P ) = D(g)(1−P ) が成立する。これは、1−P
もまた不変部分空間への射影演算子であることが分かり、D(g)はブロッ
ク対角化される。同様な手続きを繰り返すことによりDが完全可約であ
ることが分かる。

Theorem 5 (可換有限群の既約表現) 可換な有限群のすべての既約表現
は 1次元である。

証明　可換群の場合、共役類は 1つの要素からなる。各共役類にはただ一
つの既約表現が存在し、それらは互いに等価ではないので既約表現の数
は群の位数に等しい。従って、各表現は 1個の基底で表現されるので表現
の次数は 1次元である。（ちなみに、後に示される (2.46) より、任意の α

に対して nα = 1であることがいえる。すなわち、表現の次元は 1次元で
ある。）

Theorem 6 (量子力学への応用) もし、系のハミルトニアンHが、群G

の表現Dのすべての要素D(g)と交換する場合は、H の固有状態として
Gの既約表現に従って変換するものを選ぶことができる。もし、ある既約
表現がヒルベルト空間で一度しか現れないならば、既約表現のすべての状
態はH の同じ固有エネルギーに属する固有状態である。

なぜならば、H|a, j, x⟩（aは既約表現を区別するラベル、jは既約表現 a

に属する状態を区別するラベル、xはその他の量子数）は同じ既約表現に
属しているので

H|a, j, x⟩ =
∑
y

cy|a, j, y⟩. (2.29)

もし、x と y が一つの値しかとらないならば、|a, j, x⟩ は固有状態でなけ
ればならない。
可換群の場合は、H の固有状態を表現の既約表現のもとで変換するよ
うに選ぶという手続きは、HとD(g)を同時に対角化するということに類
似している。例えば、パリティに関連した Z2群の場合は、ハミルトニア
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ンの固有値をパリティ変換に対して対称あるいは反対称にいつでも選ぶこ
とができる。

2.5 シュ―アの補題

シュ―アの補題 (Shur’s lemma)は補題 1と補題 2からなり、物理学の
様々な場面で役立つ。

Theorem 7 (シュ―アの補題 1) 2 つの既約表現 D1 と D2 がすべての
g ∈ Gに対して D1(g)A = AD2(g)を満たすならば、A = 0であるか、ま
たは、D1とD2は等価な表現である。ここで、等価な表現とは相似変換
で互いに移り変わる表現をいう。

証明 もしAが正方行列ではないm行 n列の行列とするとAv = 0または
vA = 0となるゼロでないベクトル vが存在する。前者はm < nの場合で
あり、後者は逆の場合である。m < nの場合、vの張るベクトル空間（こ
れは Aの核 (kernel)である）への射影演算子を P とすると、AP = 0で
なければならないのですべての g ∈ Gに対して

AD2(g)P = D1(g)AP = 0 (2.30)

が成立する。ところが D2 は既約なので、D2(g)P は g を G内で動かす
と n次元ベクトル空間の全体を覆う。よって、A = 0でなければならい。
m > nの場合も同じである。次に、Aが正方行列の場合を考える。もし
A−1が存在しなければAv = 0なるゼロでないベクトル vが存在するので
前と同じ議論でA = 0となる。A−1が存在すれば、D1とD2は互いに相
似変換で結ばれるので等価な表現であることが分かる。（証明終わり）
上の定理は次のような形で述べられることもある。本質的には同じ内容

である。

Theorem 8 (シュ―アの補題 1’) 群 Gの２つの既約表現を D1、D2 と
し、それぞれの表現空間を V1、V2とする。V1から V2への１次変換Aが
すべての g ∈ Gに対して AD1(g) = D2(g)Aをみたすならば、Aは V1か
ら V2への同型写像であるかA = 0である。

証明　Aの核N = {x ∈ V1|Ax = 0}に対して、AD1(g)x = D2(g)Ax = 0

なので D1(g)x ∈ N である。従って、N は表現 D1 の既約な不変部分空
間である。従って、N = V1であるかN = {∅}である (仮定によりD1が
既約であることに注意せよ)。N = V1 のときは A = 0 でなければなら
ない。N = {∅}のときは、Aは A ̸= 0であり、かつ単射である。実際、
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Ax1 = Ax2を満足する異なる x1, x2 が存在すれば、A(x1 − x2) = 0とな
り、x1−x2 ∈ N となりN が空集合であることに矛盾する。また、Aは全
射でもある。実際、任意の x ∈ V1 に対してD2Ax = AD1x ∈ V2 なので、
V1 の像 AV1 はD2の不変部分空間である。D2 は既約なのでAV1 = V2。
よって、Aは V1から V2への全単射（同型写像）である。（証明終わり）

Theorem 9 (シュ―アの補題 2) 群 Gの有限次元の既約表現 D に対し
て、すべての g ∈ Gに対してD(g)A = AD(g)を満たすAは単位行列 (単
位元の表現)に比例する。

証明　有限次元の行列Aと単位行列 Iから作られる行列式 det(A−λI) = 0

の解の一つをλ、それに対応する固有ベクトルを vとすると (A−λI)v = 0

が成立する。それゆえ、D(g)(A − λI)v = (A − λI)D(g)v = 0がすべて
の g ∈ Gで成立する。仮定によりDは既約なのでA−λI = 0でなければ
ならない。（証明終わり）
同じ内容を次のように言い換えることもできる。

Theorem 10 (シュ―アの補題 2’) 群Gの表現Dが既約であるための必
要十分条件は、すべての D(g) (g ∈ G) と可換な１次変換（行列）Aが
A = aI (a ∈ C)に限られることである。

証明　（必要条件）λを Aの固有値とし B = A − λI とすると detB=0

である。このとき、仮定によりすべての g ∈ Gに対して BD(g) = D(g)B

であるから定理 8により Bは同型写像であるか B = 0である。しかし、
detB=0なので同型写像ではありえない。よってB = 0、すなわち、A = aI

である。
（十分条件）十分条件の対偶を示す。すなわち、表現Dが既約でないと
きは、すべてのD(g)と可換なAであっても、A = aI でないものが存在
することを言えば良い。Dが完全可約な時は、その表現空間 V は既約な
不変部分空間 Vi (i = 1, · · · , n)の直和である。それに対応して、V の任
意のベクトルは x = x1 + · · ·+ xn (xi ∈ Vi)と一意に分解できる。そこで
V 上の 1次変換をAx = a1x1 + · · ·+ anxn (a1, · · · , an ∈ C) によって定
義すると AはすべてのD(g) と可換であるが、aI の形ではない。完全可
約ではない可約な場合は、(2.18)のような形をとる。この時、V を不変な
部分空間 V1とそれ以外の部分 V2に分けて、V 上の１次変換Aを V の任
意のベクトル xを Ax = a1x1　 (x1 ∈ V1)となるように選ぶと、Aはす
べてのD(g)と可換であるが aI の形には書けない。（証明終わり）
対称群による変換に対して不変な演算子の行列要素は、シュ―アのレン
マにおける行列Aと同様な振る舞いをすることを示そう。対称群Gの元
gのユニタリ表現D(g)を考える。ユニタリ表現は完全可約なので (2.19)
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の形にブロック対角化できる。その行列要素を考えるために完全系をなす
規格直交基底 {|a, j, x⟩}を考える。ここで、aは分解されたそれぞれの既
約表現を指定するラベル、j = 1, 2, · · · , naはその表現の行列要素、そし
て、xはそれ以外の状態を指定するパラメーターであるとする。規格直交
条件は

⟨a, j, x|b, k, y⟩ = δabδjkδxy (2.31)

である。すると、表現の行列要素は次のように書ける。

⟨a, j, x|D(g)|b, k, y⟩ = δabδxy[Da(g)]jk (2.32)

この対称変換によって基底は |µ⟩ → D(g)|µ⟩, ⟨µ| → ⟨µ|D(g)†と変換され
るので、演算子はO → D(g)OD(g)†と変換されることがわかる（この時
行列要素は不変になる）。したがって、この対称変換に対して不変なオブ
ザーバブルOに対しては次の関係式が成立する。

D(g)OD(g)† = O → [O,D(g)] = 0 (∀g ∈ G). (2.33)

両辺の行列要素をとり、規格直交条件 (2.31)を用いると

0 = ⟨a, j, x|[O,D(g)]|b, k, y⟩
=

∑
k′

⟨a, j, x|O|b, k′, y⟩[Db(g)]k′k −
∑
j′

⟨a, j′, x|O|b, k, y⟩[Da(g)]jj′

(2.34)

a ̸= b ならば Da と Db は無関係な値をとるので (2.34)が成立するために
は行列要素はゼロでなければならない。また、a = b の時は、同じ表現で
あっても異なった行列要素は独立な値をとれるので (2.34)が成立するた
めには、j, kに関係する部分の行列要素は単位行列 Iのそれに比例しなけ
ればならない。よって、

⟨a, j, x|O|b, k, y⟩ = δabδjkfa(x, y). (2.35)

このように、行列要素の物理量に対する依存性は fa(x, y)だけで表され、
演算子OはシューアのレンマのAと同様の変換をすることがわかる。

2.6 表現の直交性

この節では、群の有限次元の既約表現が満足する直交性関係式とユニタ
リ既約表現の完全性について述べる。
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群Gの有限次元の任意の既約表現Da, Dbに対して、次のような線形演
算子を考えよう。

Aab
jl ≡

∑
g∈G

Da(g
−1)|a, j⟩⟨b, l|Db(g). (2.36)

両辺の左側から Da(g1) を作用させると、表現の準同型性より

Da(g1)A
ab
jl =

∑
g∈G

Da(g1g
−1)|a, j⟩⟨b, l|Db(g)

=
∑
g′∈G

Da(g
′−1)|a, j⟩⟨b, l|Db(g

′g1) (g → g′g1)

=
∑
g′∈G

Da(g
′−1)|a, j⟩⟨b, l|Db(g

′)Db(g1)

= Aab
jlDb(g1). (2.37)

この関係式はすべての g1 ∈ G に対して成立するので、a ̸= b の場合は定
理 7 よりAab

jl = 0、a = bの場合は定理 9より Aab
jl ∝ I となる。比例係数

を Ca
jlとおくと

Aab
jl ≡

∑
g∈G

Da(g
−1)|a, j⟩⟨b, l|Db(g) = δabC

a
jlI, (2.38)

Ca
jl を決定するために両辺のトレースをとると

TrAab
jl = δabC

a
jlTrI = δabC

a
jlna (2.39)

ここで na は表現Daの次元である。他方、(2.36) の定義式から

TrAab
jl = δab

∑
g∈G
⟨b, l|Da(g)Da(g

−1)|a, j⟩ = Nδabδjl (2.40)

が得られる。ここで N は群の位数である。よって、Ca
jl = Nδjl/naが得

られる。これを (2.38)に代入すると∑
g∈G

Da(g
−1)|a, j⟩⟨b, l|Db(g) =

N

na
δabδjlI. (2.41)

両辺の行列要素をとると∑
g∈G

[Da(g
−1)]kj [Db(g)]lm =

N

na
δabδjlδkm. (2.42)

Daがユニタリ表現の場合は∑
g∈G

na
N

[Da(g)]
∗
jk[Db(g)]lm = δabδjlδkm. (2.43)
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これから、ユニタリ既約表現の行列要素√
na
N

[Da(g)]jk (2.44)

が群の元 gを引数とする正規規格直交関数であることがわかる。従って、
これらの関数は互いに線形独立である。(2.44)はそれに加えて完全系を成
す、すなわち、gの任意の関数 f(g)が (2.44)を用いて展開することがで
きる。実際、正規表現の基底 {|g⟩}を用いると

f(g) =
∑
g′∈G

f(g′)δgg′ =
∑
g′∈G

f(g′)⟨g′|g⟩

=
∑
g′∈G

f(g′)⟨g′|DR(g)|e⟩

=
∑
g′∈G

f(g′)[DR(g)]g′e, (2.45)

ここで DR は正則表現 (すなわち、群の要素を基底とする表現)である。
ユニタリ表現 DR は完全可約なので既約表現の行列要素の線形結合で表
すことができる。それゆえ、ユニタリ既約表現は完全系をなす。これを定
理の形にまとめると、

Theorem 11 (ユニタリ既約表現の完全性) 群Gの既約表現の行列要素
は、正則表現のベクトル空間における正規直交完全系をなし、Gの元 gの
任意の関数はそれを用いて展開できる。

群の位数はN、各表現の行列要素の数は n2αなので、定理 11から次の系
が成立する。

N =
∑
α

n2α. (2.46)

この関係式は、規約表現がいくつあり、その次元が何であるかを簡便に与
えてくれる。たとえば、3次の対称群 S3の場合、元の数はN = 3! = 6で
あり、かつ、常に自明な 1次元表現が存在するので、それを n0 = 1とす
ると、残りの 6-1=5を自然数の自乗の和であらわす方法は 5 = 12 +22し
かないので 6 = 12 + 12 + 22である。ゆえに、3次の対称群には 1次元表
現が 2個（自明なものが 1個、非自明なものが 1個））と 2次元表現が 1

個存在することがわかる。
ユニタリ既約表現の例として、位数がN の巡回群 ZN を考えよう。群

の元を gi for i = 0, 1, · · · , N − 1 (g0 = e)とすると巡回群の定義から

gigj = g(i+j) modN . (2.47)
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この条件を満足する ZN の 1次元既約表現は (可換な有限群の既約表現は
1次元のみである)

Dn(gj) = e2πinj/N (j = 0, 1, · · · , N − 1) (2.48)

で与えられる。この表現は正規直交条件

1

N

N−1∑
j=0

e−2πin′j/Ne2πinj/N = δnn′ (2.49)

を満足しているが、これは (2.43)でna = 1とおいたものに一致している。

2.7 指標

既約表現を特徴づける上で指標 (character)は重要な役割を果たす。指
標は様々な直交条件を満たし、与えられた表現に含まれる既約表現をとり
だす上でも役立つ表現の基底によらない不変量である。群の表現Dの指
標 χD(g) とはそのトレースで定義される。

χD(g) ≡ TrD(g) =
∑
i

[D(g)]ii. (2.50)

トレースは引数の順序をサイクリックに入れ替えても不変（これをトレー
スのサイクル不変性 (cyclic property of the trace)という）なので、トレー
スおよび指標は相似変換に対して不変である。
互いに等価でない既約表現の指標は互いに直交する、すなわち、2つの
既約表現DaとDbに対して

1

N

∑
g∈G

χDa(g)
∗χDb

(g) = δab (2.51)

が成立する。実際、(2.51)の左辺は (2.43)を用いて変形すると

1

N

∑
g∈G,i,j

[Da(g)]
∗
ii[Db(g)]jj =

1

na

∑
ij

δabδij = δab (2.52)

が得られる。
表現の準同型性とトレースの性質を用いると、同一の同値類（共役類）
に属する元に対して指標が一定値をとることが分かる。実際、

TrD(g−1g1g) = Tr{D(g−1)D(g1)D(g)} = TrD(g1) (2.53)
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指標は同一の同値類に属する元に対して一定値をとる関数に対する完全
系基底を形成している。f(g)をそのような関数として、それを既約表現
の行列要素で展開しよう。

f(g) =
∑
a,j,k

cajk[Da(g)]jk, (2.54)

f は各同値類では一定値をとるので、

f(g) =
1

N

∑
g′∈G

f(g
′−1gg′) =

1

N

∑
g′∈G

∑
a,j,k

cajk[Da(g
′−1gg′)]jk

=
1

N

∑
g′∈G

∑
a,j,k,l,m

cajk[Da(g
′−1)]jl[Da(g)]lm[Da(g

′)]mk (2.55)

ここで (2.42)を用いて g′に関する和を実行すると

f(g) =
∑

a,j,k,l,m

1

na
cajkδjkδlm[Da(g)]lm

=
∑
a,j,l

1

na
cajj [Da(g)]ll

=
∑
a,j

1

na
cajjχa(g). (2.56)

こうして、共役類上で一定値をとる任意の関数は指標を用いて展開できる
ことがわかった。
同じ同値類に属する任意の 2つの元は相似変換で結ばれているのでそれ

らの表現は同値である。また、異なった同値類に属する指標は直交してい
るので、対応する既約表現も異なっている。以上のことから次の定理が得
られる。

Theorem 12 (既約表現の数＝共役類の数) 同値でない既約表現の数は、
共役類の数に等しい。

同じ同値類に属するすべての元の指標は等しいので、同値類 αの元の
数を kαとすると (2.51) は次のように書ける。∑

α

kα
N
χDa(gα)

∗χDb
(gα) = δab (2.57)

ここで、
∑

aはすべての異なる同値類についての和を意味する。各同値類
では指標は一定の値をとるので、(2.57)の gαは同値類 αに属する任意の
元を選べばよいことに注意しよう。ここで、行列

Uαa :=

√
kα
N
χDa(gα) (2.58)
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を導入する。これは定理 12より正方行列であり、(2.57)より U †U = 1な
のでユニタリ行列であることが分かる。従って、UU † = 1も成立する。こ
れを書き下すと ∑

a

χDa(gα)
∗χDa(gβ) =

N

kα
δαβ (2.59)

が得られる。
任意の表現Dを適当に相似変換して既約表現の行列でブロック対角化
すると、Dには一般に既約表現Daがma個ずつ含まれる。この数は指標
の直交関係式 (2.51)を用いることによって次のように求められる。

mD
a =

1

N

∑
g∈G

χDa(g)
∗χD(g). (2.60)

具体例として正則表現を考えよう。

[DR(g)]g′g′′ = ⟨g′|DR(g)|g′′⟩ = ⟨g′|gg′′⟩. (2.61)

指標は

χR(g) = TrDR(g) =
∑
g′∈G
⟨g′|gg′⟩ = Nδge. (2.62)

で与えられる。これを (2.60)へ代入すると

mR
a =

∑
g∈G

χDa(g)
∗δge = χDa(e)

∗ = na (2.63)

こうして正則表現Dに含まれる既約表現Daの数maは、表現の次元 na

に等しいことが分かる。
指標は可約表現を既約表現へ分解するためにも役立つ。(2.43)で j = k

とおいて jについて和をとると

na
N

∑
g∈G

χDa(g)
∗[Db(g)]lm = δabδlm (2.64)

が得られる。この結果は、表現Dをブロック対角化した形で書くと、左
辺はそのブロックDbがDaと一致する場合のみゼロでなく、その時単位
行列となると解釈できる。従って、任意の表現Dに対して

Pa =
na
N

∑
g∈G

χDa(g)
∗D(g) (2.65)

は既約表現Daへの射影演算子であると解釈できる。
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最後に直積表現に対する指標を考えよう。D1 とD2 が群Gのそれぞれ
m、n次元の表現であるとする。表現の基底はD1が {|j⟩} (j = 1, · · · ,m)、
D2が {|x⟩} (x = 1, · · · , n) であるとする。これら 2つの表現の直積表現
(direct product)3 D1 ⊗D2 は

⟨j, x|D1 ⊗D2|k, y⟩ ≡ ⟨j|D1(g)|k⟩⟨x|D2(g)|y⟩. (2.66)

で定義されるmn次元の表現である。両辺のトレースをとると

χD1×D2 = χD1χD2 . (2.67)

のように直積表現の指標は元の表現の指標の積で与えられることが分か
る。表現D1, D2 が既約であっても、それらの直積表現 D1 ⊗D2 は既約
であるとは限らない。直積表現の中にどのような既約表現が含まれている
かを知ることによってより高次の既約表現を求めることができる。

2.8 ヤング図

ヤング図 (Young tableaux)を用いると、既約表現の個数が直ちにわか
る。前節（定理 12）で述べたように、既約表現と共役類の間には 1:1の対
応関係がある。共役類とサイクリック構造 (cyclic structure)の間にも 1:1

の対応関係がある。それゆえ、各サイクル構造には 1つの既約表現が対応
している。ヤング図はサイクル構造を図式的に表したものであり、ヤング
図を調べることによって既約表現を求めることができる。1つのヤング図
には 1つの共役類、従って、1つの既約表現が対応している。
ヤング図は箱の集まりであり、箱の数は群の位数 nに等しい。j個の元

の巡回置換を j-サイクル (j-cycle)とよび、j 個の箱を縦に並べる。例え
ば、対称群 S4の 4-サイクル (1,2,3,4)は

����

と書ける。また、単位元は 4個の 1-サイクルからなり [(1)(2)(3)(4)]、ヤ
ング図は

����

で与えられる。S7の元のうち、3-サイクルが 1個、2-サイクルが 1個、1-

サイクルが 2個のヤング図は次のようになる。

������� (2.68)
3テンソル積表現 (tensor prodct representation)とも呼ばれる。
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n個の箱からなるヤング図を考えることで、正則表現で表された既約表
現を求めることができる。まず、1から nまでの自然数を n個の箱に記入
する。例として、(2.68)のヤング図に１から 7までの数字を当てはめるこ
とを考える。たとえば

6 5 3 2
1 7
4

のように数字が割り当てられたとしよう。これを各行ごとに左から右へと
数字を読む。この例の場合は 6532174である。この配列は正則表現におけ
る状態 |6532174⟩ に対応している。その上で、同じ行の数字に対しては対
称化操作を行い、同じ列の数字に対しては反対称化の操作を行うことで求
める規約表現が得られる。
以下に具体例を示す。

1 2 → |12⟩+ |21⟩

1 2
3 → |123⟩+ |213⟩ − |321⟩ − |231⟩.

このように構成された各ヤング図が現れる回数 dは

d =
n!

H
(2.69)

で与えられる。ここで、H は「留め金因子」(hooks factor)あるいはフッ
ク因子と呼ばれる量で次のように計算される。左下の箱から出発して垂
直に上がり、一番上の箱に到達したら右へ方向転換し水平方向へ右へ移動
する。そして、右端に到達するまでに通過した箱の数を h1とする。この
ような操作をすべての箱に対して行う。各箱が留め金の角に来るように
考えて、そのような留金を通過する箱の数を数えるのである。こうして、
H = h1h2 · · · が与えられる。たとえば、上の 7個の箱のヤング図に対応
する各箱のフック長 (hook length)を箱の中に書き入れると次のようにな
る。

6 4 2 1
3 1
1

よって、上のヤング図が現れる回数は

7!

6 · 4 · 3 · 2 · 1 · 1 · 1
= 35

で与えられる。
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2.9 具体例ー対称群 S3

2.9.1 既約表現

3次の対称群 S3は 3!=6個の元からなり、それらは (1.5)に与えられて
いる。群表 1.1からわかるように、S3 の元の積は一般には交換しないの
で、非アーベル群である。 それゆえ、既約表現は 2次元以上であり、表
現行列のすべてを同時に対角化することはできない（それができると、1

次元表現になってしまう）。S3のユニタリ表現は次のように与えられる。

D(e) =

(
1 0

0 1

)
, D(a1) =

(
−1

2 −
√
3
2√

3
2 −1

2

)
, D(a2) =

(
−1

2

√
3
2

−
√
3
2 −1

2

)
,

D(a3) =

(
−1 0

0 1

)
, D(a4) =

(
1
2

√
3
2√

3
2 −1

2

)
, D(a5) =

(
1
2 −

√
3
2

−
√
3
2 −1

2

)
.

(2.70)

これらが群表 1.1を満足することは直接計算で確かめることができる。

2.9.2 指標

指標 (character) は表現のトレースなので、(2.70) のように表現が具
体的に求められるとそこから指標を直ちに計算することはできる。しか
し、指標の直交性条件などを用いることで、表現に頼らずに指標を計算す
ることもできる。ここではそれについて議論する。まず、S3の同値類が
{e}, {a1, a2}, {a3, a4, a5}で与えられることを思い出そう。自明な 1次元
表現D0は、群のすべての元に対してD0(g) = 1なるものである。この場
合、指標は明らかに χ0(g) = 1である。表現の次元に対する関係式 (2.46)∑

a n
2
a = N 　を用いると、このほかに非自明な 1次元表現が 1個、2次

元表現が 1個存在することが分かる (12 + 12 + 22 = 6)。
非自明な 1次元表現D1は H = {e, a1, a2} が S3の不変部分群であり、

因子群 S3/H が Z2 であることを利用して求めることができる。すなわ
ち、x2 = 1より 1次元表現は x = 1,−1である。この場合、自明な表現は
H に対しては 1、残りの {a3, a4, a5}に対しては-1を割り当てることがで
きる。従って、求める指数は前者に対しては χ1(e) = 1、後者に対しては
χ1(a3) = −1である。2次元表現D2については、D2(e)が2行2列の単位行
列なので χ2(e) = 2である。他の値は、χ2(a1) = x, χ2(a3) = yとおくと、
規格直交条件 (2.57)より自明な 1次元表現との直交性より 2+2x+3y = 0、
非自明な1次元表現との直交性より2+2x−3y = 0。よって、x = −1, y = 0

が得られる。すなわち、χ2(a1) = −1, χ2(a3) = 0である。この結果は、
(2.70)から直接確かめることができる。結果を表 2.2にまとめる。
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表 2.2: 対称群 S3 の指標を 1, 2, 3, 6 の各次元の場合について示した。1

次元は自明な表現 D0 と非自明な表現 D1 の 2種類が存在する。3次元
表現D3については節 2.9.3を参照。6次元表現は、D2とD3のテンソル
積表現で与えられ、その指標はそれぞれの指標の積で与えられる ((2.67)

参照)
PPPPPPPPPP次元

同値類 {e} {a1, a2} {a3, a4, a5}

1 (D0) 1 1 1

1 (D1) 1 1 -1

2 (D2) 2 -1 0

3 (D3) 3 0 1

6 (D2 ⊗D3) 6 0 0

2.9.3 正則表現

S3の正則表現は 3次元であり、(2.15) と同様にして次のように与えら
れる。

D3(e) =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , D3(a1) =

 0 0 1

1 0 0

0 1 0

 ,

D3(a2) =

 0 1 0

0 0 1

1 0 0

 , D3(a3) =

 0 1 0

1 0 0

0 0 1

 ,

D3(a4) =

 1 0 0

0 0 1

0 1 0

 , D3(a5) =

 0 0 1

0 1 0

1 0 0

 . (2.71)
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これらから表 2.9.2の指標が得られる。これに公式 (2.65)を当てはめると、
既約表現への射影演算子が得られる

P0 =
1

6

D3(e) +

5∑
j=1

D3(aj)

 =
1

3

 1 1 1

1 1 1

1 1 1

 (2.72)

P1 =
1

6

D3(e) +
2∑

j=1

D3(aj)−
5∑

j=3

D(aj)

 = 0 (2.73)

P2 =
2

6

2D3(e)−
2∑

j=1

D3(aj)

 =
1

3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 (2.74)

これから P0 が不変部分空間 (|1⟩+ |2⟩+ |3⟩)/
√
3 への射影演算子である

ことが分かる。他方、P2 は基底ベクトルの対によって張られる 2次元部
分空間への射影演算子である。こうして、D3は既約表現の直和に分解さ
れる。

D3 = D0 ⊕D2 (2.75)

2.9.4 ヤング図

対称群 S3 は 3つの同値類を持つ: {e}, {a1, a2}, {a3, a4, a5}。{e}に対
するヤング図は

���

で与えられる。これに対する要素の数は 3!/3! = 1 である。2番目の類
{a1, a2} に属する元は、3-サイクルの巡回置換であり、対応するヤング
図は

���

で与えられ、元の数は確かに 3!/3 = 2　である。3番目の類 {a3, a4, a5}
は 2-サイクルの巡回置換と 1-サイクルの巡回置換（恒等置換）からなり、
対応するヤング図は

���

で与えられる。元の数は確かに 3!/2 = 3個である。
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前節 2.8で述べたように、ヤング図

���

は完全対称な状態であり、従って自明な表現に対応する 1次元部分空間に
対応している。これに対してヤング図

���

は完全反対称の状態であり、従ってやはり 1次元部分空間に対応してい
る。この場合、2つの要素の置換に対して符号を変えるので、この 1次元
表現には指標ー 1が与えられる。ヤング図

���

は同じ行に属する数字については対称化、同じ列に属する数字については
反対称化されるので、次のような状態に対応している。

1 2
3 → |123⟩+ |213⟩ − |321⟩ − |231⟩;

3 2
1 → |321⟩+ |231⟩ − |123⟩ − |213⟩;

2 3
1 → |231⟩+ |321⟩ − |132⟩ − |312⟩;

1 3
2 → |132⟩+ |312⟩ − |231⟩ − |123⟩;

3 1
2 → |312⟩+ |132⟩ − |213⟩ − |123⟩;

2 1
3 → |213⟩+ |123⟩ − |312⟩ − |132⟩.

これらの状態をすべて足し合わせると消えることが分かる。これはこれら
の状態の張る部分空間が 2次元であることを意味している。これらの状態
は S3の 2次元の既約表現として変換される。実際、このYoung 図のフッ
ク因子は 3なので、規約表現の次元は

3!

3
= 2 (2.76)

であることがわかる。
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リー群は Marius Sophus Lie (1842-1899) によって導入された、微分多
様体上で連続的な操作が可能な群である。このために物理学における適
用範囲が広く、様々な分野に応用されている。単純リー群は４種類の古典
リー群（一般および特殊線形変換群、ユニタリ群、シンプレクティック群、
直交群）と５種類の例外群 (E6, E7, E8, F4, G2)からなっている。 これら
の分類はWilhelm KillingとÉlie Cartanによってなされた。古典リー群
はA、B、C、Dなどと名付けられている1。

3.1 線形変換群

n次元複素ベクトル空間における正則な 1次変換全体は群をなし、複
素一般線形変換群 (general linear transformation groups over the field of

complex numbers) GL(n,C)という。n次元実正則行列の全体はその部
分群をなし、実一般線形変換群 GL(n,R) という。これらのうち、特に行
列式が１であるもの全体は部分群をなし、それぞれ複素特殊線形変換群
SL(n,C)、実特殊線形変換群 SL(n,R)という。ここで Sは special(特殊)

の頭文字である。
内積による距離が定義されたベクトル空間を計量ベクトル空間 (metric

vector space)という。そこで、距離を導入するために必要なベクトルの内
積を定義する。n 次元ベクトル空間の正規直交基底 (orthonormal basis)

を e1, · · · , enとする。これらは次の内積を満足する。

(ei, ej) = δij . (3.1)

この基底を用いて 2つのベクトルを u =
∑n

i=1 uiei、v =
∑n

i=1 vieiと展
開すると、これらの内積は (3.1)を用いると、次のように与えられる。

(u,v) =

n∑
i=1

u∗i vi. (3.2)

内積を用いると、ベクトル uの長さは |u| :=
√

(u,u)で定義される。
1具体的な対応関係は、An−1は su(n)、Bnは so(2n+1)、Cnは Sp(2n)、Dnは so(2n)

である。
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3.1.1 ユニタリ群

内積 (3.2)を不変に保つ 1次変換 u′ = Uuをユニタリ変換という。変換
行列を U とすると、

(u′,v′) = (Uu, Uv) = (u, U †Uv) = (u,v) (3.3)

よって内積が不変に保たれるための条件は

U †U = UU † = 1 (3.4)

この条件を満たすユニタリ行列の全体は群をなし、ユニタリ群 (unitary

group)といい、U(n)と表す。特に、行列式が 1に限定されたユニタリ群
は特殊ユニタリ群 (special unitary group)といい SU(n) と書く。n×nユ
ニタリ行列の成分は、成分が複素数なので 2n2個ある。条件 (3.4)は n2個
の条件を課すので、独立な成分の個数は 2n2 − n2 = n2、特殊ユニタリ群
の場合は n2 − 1である。たとえば SU(2)の自由度は 3、SU(3)の自由度
は 8である。
ユニタリ行列を

U = eiX (3.5)

と書くと2、条件 (3.4)より U † = U−1、これから

X† = X (3.6)

が得られる。従って、ユニタリ群の生成元はエルミートである。特殊ユニ
タリ行列の場合は、行列式が 1という条件から

detU = exp(Tr lnU) = 1 (3.7)

これから

Tr lnU = iTrX = 0 (3.8)

従って、ユニタリ群のリー代数の元Xはトレースがゼロである。これをト
レースレス (traceless)という。これと (3.6)を組み合わせると、SU(n)の
リー代数はトレースレスの n行 n列エルミート行列（Hermitian matrix）
の全体であることがわかる3。

2純虚数 iは便宜上つけた。この iはつける流儀とつけない流儀があるが、いずれの流
儀でもコンシステントに用いれば問題ない。数学ではつけない流儀が普通であるが、量子
論では、ユニタリ時間発展の例のようにつけると便利なことが多い。

3(3.5)で iをつけない流儀の場合は、エルミート交代行列 (Hermitian alternate matrix)
X† = −X となる。
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3.1.2 直交群

ユニタリ群は複素ベクトル空間における 1次変換であるが、これを実ベ
クトル空間に限定したものを直交群 (orthogonal group)といい、O(n)と
書く。実行列ではエルミート共役は転置行列になるので、(3.4)より直交
行列Oは条件

OTO = OOT = 1 (3.9)

を満足する。ここで、T は転置行列 ((OT )ij = Oji)を意味している。行
列式が１に限定された直交群は特殊直交群といい SO(n)と書く。(3.9)は
n(n + 1)/2個の条件を課すので、直交群の自由度は n2 − n(n + 1)/2 =

n(n−1)/2である。例えば、SO(2)の自由度は 1（回転の角度だけ）、SO(3)

の自由度は 3（3つのオイラー角）である。SO(3)の自由度は、SU(2)の
自由度と同じであることに注意しよう。6.1.1節で述べるように、後者は
前者の普遍被覆群4になっている。
直交群のリー代数は (3.6)と同様に n行 n列の実交代行列

XT = −X (3.10)

の全体である。
直交群を複素ベクトル空間に拡張したものを複素直交群といいO(n,C)

と書く。これは、
∑

i v
2
i (vi ∈ C)を不変に保つ線形変換群である。（ユニタ

リ群は
∑

i |vi|2を不変に保つ。）自由度の数は実直交群の 2倍の n(n− 1)

であり、リー代数の元は n行 n列の複素交代行列（条件は (3.10)と同じ）
の全体である。

3.1.3 シンプレクティック群

条件

ATJA = J, J =

(
0 1

−1 0

)
(3.11)

を満足する 2n行 2n列の実行列 Aの全体の作る群をシンプレクティック
群 (symplectic group)または斜交群といい、SP(2n,R)と書く。ここで、
太字の 0と 1はそれぞれ n行 n列のゼロ行列と単位行列である。このと
きAはシンプレクティック行列と呼ばれる。シンプレクティック行列は解
析力学、正準量子化、ランダム行列など物理への応用範囲が広い。

4後に述べるように、単連結なリー群を普遍被覆群という。
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n行 n列の行列 P,Q,R, Sに対して、

A =

(
P Q

R S

)

とおくと、条件 (3.11)は次の条件と等価である。

P TS −RTQ = 1, P TR = RTP, QTS = STQ (3.12)

これらは n2+n(n− 1)/2× 2 = n(2n− 1)個の条件式を課するので、シン
プレクティック行列の自由度は 4n2 − n(2n − 1) = n(2n + 1)である。特
に、n = 1の場合は、条件 (3.12)は Aの行列式が 1という条件に帰着す
る。したがって、行列式が 1の 2行 2列行列はシンプレクティック行列で
ある。
A = eiX ≃ 1 + iX と書いて (3.11)に代入すると、シンプレクティック
群のリー代数の元X が満足すべき関係式

XTJ + JX = 0 (3.13)

が得られる。
シンプレクティック群は 2次形式

⟨x, y⟩ =
2n∑

i,j=1

xiJijy
j = (x1yn+1 − xn+1y1)

+(x2yn+2 − xn+2y2) + · · ·+ (xny2n − x2nyn) (3.14)

を不変に保つ 1次変換全体のなす群である。このことは、x, yが (3.14)を
満たせば、(3.11)より Ax,Ayもそれを満たすことからわかる。(3.14)で
xを位置、yを運動量とみなせば、シンプレクティック群は正準交換関係
を不変に保つ変換群であることが分かる。

3.1.4 ローレンツ群

4次元の実ベクトル空間で内積が

⟨x, y⟩ = x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4 (3.15)

で定義された空間をミンコフスキー空間 (Minkowski space)という。内積
(3.15)を不変に保つ 1次変換をローレンツ変換といい、ローレンツ変換全
体のなす群をローレンツ群という。
一般に、n+m 次元実ベクトル空間において

⟨x, y⟩ = x1y1 + · · ·+ xmym − xm+1ym+1 − · · ·xm+nym+n (3.16)
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で定義された内積を不変に保つ 1次変換の全体は群をなし、O(n,m)と書
く。ローレンツ群はO(3,1)である。
ローレンツ群はミンコフスキー空間における内積 (3.15)を不変にする 1

次変換の全体である。そこで計量テンソル

g = (gij) = diag(1,−1,−1,−1) :=


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 (3.17)

を導入すると、(3.15)は次のように書ける。

⟨x, y⟩ =
4∑

i,j=1

xigijy
j = (x, gy) (3.18)

(3.17)をミンコフスキー計量という。これからミンコフスキー空間におけ
る内積を不変にする 1次変換の行列M は

MT gM = g (3.19)

を満足する正則行列であることが分かる。これら正則行列の全体がローレ
ンツ群を形成する。M = eiX ≃ 1 + iX と書くと、(3.18)よりローレンツ
群のリー代数は

XT g + gX = 0 (3.20)

を満足することが分かる。
リー群とリー代数をまとめると表 3.1.4のようになる。

3.2 リー代数の一般的性質

3.2.1 リー群とリー代数の関係

リー群 Gの元 g は実の連続パラメータ t := {tn} (n = 1, 2, · · · , d)に
よって特徴づけられる: g = g(t)。ここで、群の単位元 1にはパラメータ
t = 0 (すなわち、t1 = · · · = td = 0)が対応しているものとしよう。

g(0) = 1 (3.21)

この時、群の表現である線形演算子もまた同じパラメータによって記述さ
れ、 D(t)と書かれる。(3.21)に対応して、表現D(t)は

D(0) = 1 (3.22)
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表 3.1: 様々なリー群と対応するリー代数およびその次元。U(n)、SU(n)、
O(n)、SO(n)、Sp(2n,R)はコンパクト群 (パラメータスペースが有界閉
集合な群)、それ以外はノンコンパクト群である。

群の名称 記号 群の元 リー代数の元 次元

複素一般 1次変換群 GL(n,C) 複素正則行列 任意の複素行列 2n2

複素特殊 1次変換群 SL(n,C) 行列式が１の トレースがゼロの 2n2 − 2

複素正則行列 複素行列

実一般 1次変換群 GL(n,R) 実正則行列 任意の実行列 n2

実特殊 1次変換群 SL(n,R) 行列式が１の トレースがゼロの n2 − 1

実正則行列 実行列

ユニタリ群 U(n) ユニタリ行列 　エルミート行列 n2

特殊ユニタリ変換群 SU(n) 行列式が１の トレースがゼロの n2 − 1

ユニタリ行列 エルミート行列

複素直交群 O(n,C) 複素直交行列 　複素交代行列 n(n− 1)

直交群 O(n) 実直交行列 実交代行列 n(n− 1)/2

特殊直交群 SO(n) 行列式が１の 実交代行列 n(n− 1)/2

（回転群） 直交行列

シンプレクティック群 Sp(2n,R) 2n次実行列 2n次実交代行列 n(2n+ 1)

ATJA = J XTJ + JX = 0

ローレンツ群 O(3,1) 4次実行列 4次実行列 6

AT gA = g XT g + gX = 0

を満足するものとする。ここで、右辺の 1は表現が n次元の行列の時は n

行 n列の単位行列である。D(t) を t = 0 近傍でテイラー展開すると

D(dt) = 1 + idtnXn + · · · (3.23)

ここで、2度現れる添え字については n = 1, 2, · · · , dについて和を取るア
インシュタイン既約 (Einstein convention)に従うものとする。(3.23)に現
れるXnがリー群の生成子である。これから生成子は

Xn = −i ∂
∂tn

D(t)
∣∣∣
t=0

(n = 1, 2, · · · , d) (3.24)

で与えられることがわかる。特に、ユニタリ表現に対しては Xn はエル
ミート演算子となる。有限の t に対するリー群の表現は無限小変換 (3.23)

を繰り返し適用することによって得られ、

D(t) = lim
N→∞

(
1 + i

tn
N
Xn

)N

= eitnXn (3.25)
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で与えられる。
(3.24)から、リー代数はリー群の単位元近傍の局所的な性質によって決

まることがわかる。逆に、リー代数はリー群の単位元を含む単連結部分の
全体（これは普遍被覆群と呼ばれる）を決定する5。
次元が dの線形リー群は、d個のリー代数の元X1, · · · , Xdから構成さ

れ、リー群の各元 gは d個のパラメータ t1, · · · , tdによって特徴づけられ
る。リー代数の任意の元Xから構成される eiXはリー群Gの元であるが、
Gの任意の元 gが g = eiX と表されるとは限らない。しかし、単位元の
近くではそのようなことが可能である。このことを示そう。パラメータを
tn = λxnとスケールし、λ = 0 の時に g(0) = 1となるようにする。λの
微小変化に対して

g(λ+ δλ) = g(δλ)g(λ) (3.26)

と書ける。実際、群が閉じているためには g(λ+ δλ)g−1(λ)は群の要素で
なければならないが、今は群の要素は 1つのパラメタ―で特徴づけられて
いるのでそれは g(δλ)と書かれるはずである。よって (3.26)が得られる6。
ここで、g(δλ) ≃ 1 + iδλX と書けるので、

d

dλ
g(λ) = iXg(λ) (3.27)

この解は

g(λ) = eiλXg(0) (3.28)

で与えられる。g(0) = 1なので、線形リー群の単位元近傍の元は微小パ
ラメータ ti を用いて次のように書ける。

g = exp (itnXn) (3.29)

しかし、単位元の近傍にない元については必ずしも (3.29)のように書
けるとは限らない。実際、SL(2,R)の元

g(t) =

(
−et 0

0 −e−t

)
(−∞ < t <∞) (3.30)

は SL(2,R)のリー代数の元X を用いて eiλX のように表すことはできな
い。この例のように群のパラメータの変域が無限区間にあるものはノンコ

5そして、それに含まれる離散部分群を求めてそれに対する商群を作ることで単連結で
ない部分を含む連結部分の全体も決定される。

6次のように考えてもよい。δλが微小なら g(λ+ δλ)は g(λ)の近いので g(λ+ δλ) =
(1 + iδλX)g(λ)と書ける。これから (3.27)が得られる。
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ンパクト群という。ノンコンパクト群の元は必ずしも eiλX の形には書け
ない。パラメータ変域が有限な群をコンパクト群と言う。
直交群の場合は、その部分群である SO(n)の元は常に (3.29)の形で書
けるが、行列式がー 1の部分群はそのようには書けない。SO(n)はO(n)

の（単位元に連続的につながっているという意味で）連結部分とも呼ばれ
る。(3.30)とは異なり、SO(2)の元(

−1 0

0 −1

)
(3.31)

は SO(2)の単位元に連結していることに注意しよう。実際、SO(2)の元を(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
(3.32)

と書くと、θ = 0が単位元、θ = πが (3.31)で、両者はパラメータ θによっ
て連続的に結び付いている。これは SO(2)がコンパクト群であることに
よる。ただし、コンパクト群が必ずしも単連結であるとは限らない7。

3.2.2 構造定数

あるベクトル (t1, t2, · · · , td) が与えられたとき、パラメタ λによって次
のような一連の群の要素が生成される。

U(λ) = eiλtnXn (3.33)

この群の要素の積の法則は

U(λ1)U(λ2) = U(λ1 + λ2). (3.34)

で与えられる。しかしながら、2つの互いに比例しないベクトル (α1, · · · , αd)

と (β1, · · · , βd)に対しては (3.34) は一般には成立しない。

eiαaXaeiβbXb ̸= ei(αa+βa)Xa . (3.35)

群の要素がXaの 2次のオーダーまでで (3.33)の形で書けることを要請す
ると

eiαaXaeiβbXb = eiγaXa (3.36)

7たとえば、SO(3)はコンパクト群であるが単連結ではない。
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を満たすベクトル (γ1, γ2, · · · , γd)が存在しなければならない。そのため
の条件を調べるために次の量を計算しよう。

K = eiαaXaeiβbXb − 1

= iαaXa + iβaXa − αaXaβbXb −
1

2
(αaXa)

2 − 1

2
(βaXa)

2 +O(X3)

これから

K − 1

2
K2 = i(αa + βa)Xa −

1

2
αaβb[Xa, Xb] +O(X3) (3.37)

が得られる。他方、(3.36) の右辺から

K − 1

2
K2 = (eiγaXa − 1)− 1

2
(eiγaXa − 1)2

= iγaXa +O(X3). (3.38)

(3.37) と (3.38) が矛盾しないためには

[Xa, Xb] = ifabcXc (3.39)

が成立し、かつ、

γa = αa + βa −
1

2
αbβcfabc (3.40)

であることが必要十分条件であることがわかる。(3.39)の fabc は群の構
造定数 (structure constant)と呼ばれる。[Xa, Xb] = −[Xb, Xa]から

fabc = −fbac (3.41)

が成立することがわかる。
リー代数の構造は構造定数によって完全に決まる。また、連結リー群の

性質も決まる。上記の導出からわかるように、構造定数は連続群が積に
関して閉じているという要請によって決まり、その具体的な表現には依ら
ない。
リー群のユニタリ表現が存在する場合は、構造定数は実数となる。実

際、ユニタリ表現が存在するとき、リー代数Xaはエルミートであること
に注意すると

[Xa, Xb]
† = −i(fabc)∗Xc = [Xb, Xa] = ifbacXc = −ifabcXc (3.42)

が成立する。ここで、最後の等式では (3.41)を使った。それゆえ、

(fabc)
∗ = fabc (3.43)

すなわち、構造定数は実である。構造定数が完全反対称性 (3.96)を有し
ていることは 3.2.8節で示される。
ヤコビの恒等式 (Jacobi identity)に (3.39)を適用すると構造定数に対

する次の関係式が得られる。

fabmfcmn + fbcmfamn + fcamfbmn = 0 (3.44)
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3.2.3 抽象リー代数

一般にベクトル空間W に属する任意の 2つの元X,Y に対して交換子
[X,Y ] ∈W が定義されており、次の 4つの性質を満足する時、W を抽象
リー代数 (abstract Lie algebra)あるいはリー環 (Lie ring)という。

[X + Y, Z] = [X,Z] + [Y, Z] (3.45)

[aX, Y ] = a[X,Y ] (a ∈ R) (3.46)

[X,Y ] = −[Y,X] (3.47)

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 (ヤコビ恒等式) (3.48)

抽象リー代数には一般にはいくつかの連結した線形リー群が対応している
が、単連結なリー群には一意に対応している。

3.2.4 カルタン計量

カルタン計量 (Cartan metric)は、2つの構造定数の積を縮約すること
で定義される。

gij := fimnfjnm = gji (3.49)

リー代数が可換な場合は構造定数がゼロになるのでカルタン計量もゼロで
ある。後に示されるように、カルタン計量は正定値ではなく不定計量であ
る。gij を行列要素とする行列の行列式がゼロでない場合は、行列 (gij)の
逆行列が存在するのでその成分を gij と書こう。逆行列の定義により

gikg
kj = δij (3.50)

が成立する。ここで、δij は i = j の時 1、それ以外は 0をとるクロネッ
カーのデルタ (Kronecker delta)である。これらを用いて構造定数の添え
字を上げ下げすることができる。例えば、

fij
k = fijlg

lk (3.51)

を定義される。

3.2.5 不変部分代数

リー代数Wの部分代数 (subalgebra)Kとは、交換子をとる演算に関して
閉じているWの部分空間をいう。すなわち、X,Y ∈ Kならば [X,Y ] ∈K
を満たすWの部分空間Kをいう。これから線形リー群Hが線形リー群G
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の部分群ならば、Hのリー代数 Kは Gのリー代数Wの部分代数である
と言える。
K をリー代数 W の部分代数とする。∀X ∈K と ∀Y ∈W に対して

[X,Y ] ∈Kが成り立つとき、Kは不変部分代数 (invariant subalgebra)と
いう。不変部分代数の元を指数の肩に乗せると、不変部分群が生成され
る。実際、∀X ∈K、∀Y ∈W に対して

h = eiX , g = eiY (3.52)

とおくと、

g−1hg = e−iY eiXeiY =: eiX
′

(3.53)

なので

X ′ = −i ln
(
e−iY eiXeiY

)
= X + i[X,Y ] +

1

2
[Y, [X,Y ]] + · · · (3.54)

が得られる。X ∈Kなので [X,Y ] ∈Kで、したがって、[Y, [X,Y ]] ∈Kで
ある。同様にして、右辺に現れる高次の項はすべて Kに属することがい
えるのでX ′ ∈Kとなり、eiX′

は不変部分群に属することがわかる。W 全
体および空集合は自明な不変部分代数である。
2つのリー代数 K, Lの任意の元 ∀X ∈ K, ∀Y ∈ Lが互いに可換な時

は、X + Y の全体もまたリー代数を構成する。これをKと Lの直和とい
い、W=K⊕Lと表す。リー代数Wに属するすべての元が互いに可換なと
き、そのようなリー代数を可換リー代数、または、アーベリアン (Abelian)

リー代数という。可換な線形リー群のリー代数はアーベリアンである。連
結線形リー群とリー代数の間には、前者における直積が後者における和に
対応する。以上のことから、次の定理が成立する。

Theorem 13 (1) 連結線形リー群 Hが連結線形リー群 Gの部分群であ
るための必要十分条件は、Hのリー代数KがGのリー代数Wの部分代数
であることである。
(2) 連結線形リー群Gの連結な部分群HがGの不変部分群であるための
必要十分条件は、Hのリー代数がGのリー代数Wの不変部分代数である
ことである。
(3) 連結線形リー群Gが連結な部分群H1, H2の直積G=H1⊗H2であるた
めの必要十分条件は、Gのリー代数Wが H1, H2のリー代数K1,K2の直
和W=K1⊕K2となることである。
(4) 連結線形リー群Gが可換群であるための必要十分条件は、Gのリー代
数Wがアーベリアンであることである。
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リー代数Wのすべての元と可換な部分集合 Sは可換な不変部分代数と
なる。実際、Sに属する任意の元X,Y ∈SとWの任意の元 Aについて、
[A,X] = [A, Y ] = 0が成立するので、ヤコビの恒等式より

[A, [X,Y ]] = −[X, [Y,A]]− [Y, [A,X]] = 0 (3.55)

が成立するので、[X,Y ] ∈Sとなり Sは部分代数である。Sの定義より S

の任意の元とWの任意の元の交換関係はゼロなので Sに属する。それ故、
Sは可換な不変部分代数である。SをWの中心 (center)という。線形リー
群Gの中心 Zのリー代数 Sは、群Gのリー代数Wの中心である。

3.2.6 半単純リー代数、単純リー代数

可換な不変部分代数を含まないリー代数を半単純リー代数 (semi-simple

Lie algebra)という。また、自明でない、いかなる不変部分代数をも含ま
ないリー代数を単純リー代数 (simple Lie algebra)という。後に定理 15で
示すように、半単純リー代数は一般に単純リー代数の直和であることが示
せる。これを示すための準備を行う。
リー代数W={X1, X2, · · · , Xd}の不変部分代数をK={X1, X2, · · · , Xr}

(r < d) とすると、不変部分代数の構造定数 fabcの添え字はすべて 1から
rまでに限られる。従ってカルタン計量も同じ範囲の添え字のみで定義で
きる。

gab = facdfbdc (3.56)

ここで、c, dは 1, 2, · · · , rについての和をとるものとする。不変部分代数
がアーベリアンの時は、gab=0なので det(gab)=0 である。対偶をとって
det(gab) ̸= 0 であれば、リー代数Wの不変部分代数はアーベリアンでは
なく、リー代数は半単純である。よって、次の定理が成立する。

Theorem 14 リー代数が半単純であるための必要十分条件は、カルタン
計量行列の行列式がゼロでない (det(gab) ̸= 0)ことである。

単純リー代数は、自明な不変部分代数を持たないので半単純リー代数の特
別な場合である。従って、det(gab) ̸= 0である。
生成子が一つだけからなる可換不変部分代数は、群のU(1)因子と呼ば
れる。この不変部分群に属する元は互いに可換なだけでなく、考えている
リー代数のすべての元と交換する8。物理的にはU(1)は位相変換を行う群

8実際、X ∈K、Y ∈Wとすると、不変部分代数の性質より [X,Y ] = ifXY ZZ (Z ∈K)
となるが、Kの元はX のみなので、Z = X である。ところが、後に示される構造定数の
完全反対称性 (3.96)より fXY X = 0となる。よって、[X,Y ] = 0となり、U(1)因子の元
は考えているリー代数のすべての元と交換する。



3.2. リー代数の一般的性質 51

である。U(1)因子は可換なので、構造定数には反映されない。他方、後
に示される定理 15から可換な不変部分代数を含まない半単純なリー代数
は、単純リー代数の直和で表される。単純リー代数においては、異なる生
成子の交換関係がゼロでなく、構造定数の巡回性 (cyclic property)によ
り、あらゆる生成子は生成子の交換関係の線形結合で表され、係数は構造
定数によって決定される。こうして、構造定数は単純リー代数の代数構造
と表現を決定する。このことについて以下で調べよう。

3.2.7 キリング形式

リー代数A = aiXi, B = biXiの双一次形式をカルタン計量を用いて次
のように定義する。

(A,B) ≡ (a, b) := gija
ibj (3.57)

これをキリング形式 (Killing form)という。これからカルタン計量はキリ
ング形式を用いて次のように書けることがわかる。

gij = (Xi, Xj) (3.58)

キリング形式はリー代数の基底の取り方に依らない（これを示してみよ）。
後に示す構造定数の対称性から、リー代数A,B,Cとキリング形式の間に
次の関係式が成立することが分かる。

(A, [B,C]) = (B, [C,A]) = (C, [A,B]) = igknfnlma
kblcm (3.59)

以上で準備は整ったので、半単純リー代数が単純リー代数の直和である
ことを示そう。

Theorem 15 半単純リー代数は単純リー代数の直和で書ける。

証明　まず、半単純リー代数とは可換な不変部分代数を含まないリー代数
であることを思い出そう。したがって、一般には可換でない不変部分代数
を含む。そこで、半単純リー代数Wの可換でない不変部分リー代数Kの
任意の元Bとカルタン計量の下で直交するWの元の集合をK⊥と書こう。

K⊥ := {A ∈W; (A,B) = 0,∀B ∈ K} (3.60)

K⊥をKの直交補空間 (orthogonal complement)という。また、W=K∪K⊥

である。A∈K⊥, B∈K, C∈Wとすると、Kは不変部分代数だから [B,C] ∈K
であることに注意して (3.59)を適用すると

(B, [C,A]) = (C, [A,B]) = (A, [B,C]) = 0 (3.61)
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である。ここで、A ∈ K⊥, [B,C] ∈K なので最後の等式が成立する。し
たがって (B, [C,A]) = 0となり、[C,A] ∈K⊥ が結論できる。それゆえ、
K⊥もまた不変部分代数であることが分かる。次に、(C, [A,B]) = 0より
[A,B]はWのすべての元と直交していることが分かる。定理 14より半単
純リー代数のカルタン計量の行列式はゼロでない。下に示すように、ベク
トル空間Wの計量が detg ̸= 0である時、Wのすべての元と直交する元は
0しかないので、[A,B] = 0と結論できる。従って、WはKとK⊥の直和
であることが分かる。KもK⊥も共に不変部分代数なので、半単純リー代
数Wはその不変部分代数の直和に分解できることが分かった。Kあるい
はK⊥がさらにその不変部分代数を含んでいるときには同じ議論をくりか
えることによってそれ以上自明でない不変部分代数を含まない部分代数、
すなわち、単純リー代数の直和に分解できる。最後に、ベクトル空間Wが
detg ̸= 0のとき、Wのすべての元と直交する元は 0であることを示そう。
Wの基底をXi (i = 1, · · · , d) とすると、(Xi, X) = 0 (i = 1, · · · , d) なら
ばX = 0 が言えればよい。X を基底でX =

∑d
i=1 x

iXiと展開すると、

(Xi, X) =

d∑
j=1

xj(Xi, Xj) =

d∑
j=1

gijx
j = 0 (3.62)

gは逆行列を持つのですべてのxiがゼロでなければならない。ゆえにX = 0

である。（証明終）

3.2.8 リー代数の随伴表現

群 Gの表現とは Gから GL(n,C)への準同型写像Dのことであった。
すなわち、群Gの各元 gに n× nの正則行列D(g)が対応しており、群G

と同じ積の法則を満足する行列の集合 {D(g)}が群Gの表現である。
一般に、リー群とその表現との対応が 1:1の場合、すなわち、同型写像
の場合は、忠実な表現 (faithful representation)という。
同様に、リー代数Wから gl(n,C)への準同型写像 ρをリー代数の表現
という。リー代数の元Aに対応する表現 ρ(A)が作用するベクトル空間は
表現空間とよばれ、その次元 dが表現の次元である。特に、リー代数の基
底Xiの表現 ρ(Xi)はリー代数の基底そのものと同じ交換関係

[ρ(Xk), ρ(Xl)] = ifklmρ(Xm) (3.63)

を満足する。
コンパクトリー群の単位元と連結されている元は (3.29)のようにリー
代数によって与えられるので、その表現Dは後に述べる (3.100)により、
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リー代数の表現 ρを用いて次のように書ける。

D(g) = exp (itnρ(Xn)) (3.64)

表現行列 ρ(Xi)の行列成分を構造定数 fijkを用いて

{ρ(Xi)}jk = −ifijk = −{ρ(Xi)}kj (3.65)

と与えることで、リー代数の表現を得ることができる。これをリー代数の
随伴表現 (adjoint representation)といい、ad(Xi)と表記する。

ad(Xi) := ρ(Xi) (3.66)

あるいは、行列要素で表示すると (3.65)を用いることで

{ad(Xi)}jk = −{ad(Xi)}kj = {ρ(Xi)}jk = −ifijk (3.67)

と書ける。これを (3.63)に代入するとヤコビの恒等式 (3.44)が再現され
ることが確かめられる。
随伴表現を用いるとカルタン計量とキリング形式は次のように書ける。

gij = −Tr{ad(Xi)ad(Xj)} (3.68)

(A,B) = −Tr{ad(A)ad(B)} (3.69)

実際、ad(Xi)の行列要素が{ad(Xi)}mn = −ifimnで与えられることに注意
すると、(3.68)の右辺は (3.49)に一致することがわかる。また、A = aiXi、
B = bjXj とおくと、(3.69)の右辺は

−Tr{ad(A)ad(B)} = −aibjTr{ad(Xi)ad(Xj)}
= aibjfimnfjnm = aibjgij　

= (A,B) (3.70)

となり、左辺に等しくなることがわかる。(3.68)はカルタン計量が随伴表
現の積のトレースで書けることを示している。トレースの循環性 (cyclic

property of the trace)により、この行列は対称行列であることが分かる。
随伴表現はリー代数の中心を除いて忠実な表現となっている。中心は

リー代数のすべての元と可換な不変部分代数の任意の元X からなるなの
で、構造定数はゼロであり、したがって、ad(X)=0となるからである。半
単純リー代数は中心を持たないので、その随伴表現は忠実である。リー代
数の随伴表現が与えられた時に、(3.64)で ρ(Xi) = ad(Xi)とおくことに
よってリー群の表現が得られる。これをリー群Gの随伴表現Ad(G)とい
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う9。これは群の中心 Zを除いて忠実な表現となっている。g ∈Zに対して
は、Ad(G)=1となるから、Zは準同型写像G→Ad(G)の核である。従っ
て、準同型定理 2により

Ad(G) ∼= G/Z (3.71)

である。
リー代数X = xiXi, Y = yiXi, A = aiXiを定義すると

(Y, ad(A)X) := yigij{ad(A)}jkxk

= yigija
lxk{ad(Xl)}jk

= iyigija
lxkflkj

= yialxk(Xi, iflkjXj)

= (X, [A,X])

よって

(Y, ad(A)X) ≡ (y, ad(A)x) = (Y, [A,X]) (3.72)

が成立する。これにより随伴表現を

ad(A)X ≡ [A,X] (3.73)

と定義することもできる10。

例　 SO(3) リー代数Xiと随伴表現 ad(Xi)は同じで

X1 =

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 , X2 =

 0 0 −1
0 0 0

1 0 0

 , X3 =

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

(3.74)

で与えられる。構造定数、カルタン計量は

fijk = iϵijk (3.75)

gij = 2δij (3.76)

detg = 8 ̸= 0 (3.77)

である。よって、定理 14より SO(3)のリー代数は半単純である。実際に
は、SO(3)は不変部分代数を含まないので単純である。

9リー代数の随伴表現を ad、リー群の随伴表現を Adと大文字と小文字を使い分けて
いることに注意。

10不定計量であっても、それがゼロ固有値を持たない場合は、(Y,A) = (Y,B)がすべ
ての Y に対して成り立てば、A = B が成立する。
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Theorem 16 単純リー群の随伴表現は既約である。

これを証明するために、対偶 (contraposition)を示す。すなわち、与えら
れた随伴表現が可約ならば、不変部分空間が存在しなければならない。随
伴表現の空間は生成子の空間であるので、随伴表現が可約であるという
ことは、生成子の張る空間が部分空間をもつことを意味している。そこ
で、部分空間に対応する基底をXi (i = 1, · · · , k)、それ以外の基底をXj

(j = k + 1, · · · , d) としよう。前者が不変部分空間であるためには

{ad(Xl)}ij = −iflij = 0 (3.78)

が任意の i = 1, · · · , k, j = k + 1, · · · , d,l = 1, · · · , dに対して成立しなけ
ればならない11。構造定数は完全反対称なので、構造定数のうちでそのよ
うな iと jを含むものはゼロになる。したがって、構造のうちでゼロで無
いのは添え字が 3つとも i = 1, · · · , kか j = k + 1, · · · , dの場合のみであ
る。それゆえ、リー代数は 2つの自明でない不変部分代数に分解されるこ
とになり、単純ではない。よって、単純リー代数の随伴表現は既約である。
随伴表現の行列がリー代数の基底と同じ交換関係を満足することを確か

めよう。 (3.39) より

[Xa, [Xb, Xc]] = ifbcd[Xa, Xd] = −fbcdfadeXe. (3.79)

これを用いてヤコビの恒等式 (3.48)を構造定数で表すと

fbcdfade + fcadfbde + fabdfcde = 0. (3.80)

となる。随伴表現の行列要素は (3.67)から

ad(Xa)bc = ρ(Xa)bc ≡ −ifabc (3.81)

なので、(3.80) を ρ(Xa)で表すために、まず (3.80)を

−facdfbde + fbcdfade = fabdfdce (3.82)

と書いて、これを (3.81)を用いて書きなおすと

ρ(Xa)cdρ(Xb)de − ρ(Xb)cdρ(Xa)de = ifabdρ(Xd)ce (3.83)

が得られる。よって

[ρ(Xa), ρ(Xb)] = ifabcρ(Xc) (3.84)

11Xiが不変部分空間Kの元とすると、任意の基底Xlに対して、[Xl, Xi] = iflijXj ∈K
となるので、j = k + 1, · · · , dならば flij = 0でなければならない。よって (3.78)が成
立する。
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が得られる。すなわち、構造定数そのものがリー代数の（随伴）表現と
なっている。随伴表現の次元は、リー代数が作用する線形空間の次元に等
しい。すなわち、リー代数の独立な基底の数に等しい。構造定数は実数な
ので、随伴表現の生成子は純虚数である。
ここで、次のような基底の変換を考える。

X ′
a = LabXb. (3.85)

δgc = (L−1L)gc = L−1
ghLhcであることに注意すると

[X ′
a, X

′
b] = LadLbe[Xd, Xe] = iLadLbefdecXc = iLadLbefdegL

−1
ghLhcXc

= iLadLbefdegL
−1
gc X

′
c (3.86)

よって、基底変換 (3.85)に伴い、構造定数が次のように変換されることが
分かる。

f ′abc = iLadLbefdegL
−1
gc . (3.87)

随伴表現の定義式 (3.81)を比較すると、基底変換に伴って随伴表現が次
のように変換されることが分かる。

ρ(X ′
a)bc = LadLbeρ(Xd)egL

−1
gc (3.88)

（行列要素ではなく）行列の形で書くと

ρ(X ′
a) = LadLρ(Xd)L

−1. (3.89)

このように、基底変換に伴って、随伴表現には相似変換 (similarity trans-

formation)と生成子の基底の変換が同時に行われる。同様にして、カルタ
ン計量の変換則は次のように与えられる。

g′ab = −Tr{ad(X ′
a)ad(X

′
b)} = −LacLbdTr(LTcTdL

−1)

= −LacTr{ad(Xc)ad(Xd)}LT
db

= LacgcdL
T
db (3.90)

2行目に移る際に、トレースの循環性を用いた。
カルタン行列 (3.68)は実対称行列なので対角化可能であり、固有値は
実数で、かつ、異なる固有値に属する固有ベクトルは直交する。(3.90)か
ら、適当な直交行列 Lをとることによってそのような対角化が実行でき
ることが分かる。こうして

gab = kaδab (3.91)
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が得られる。右辺で aについての和はとらない。L をスケール変換するこ
とによって kaの大きさを 1にすることはできるが、符号は変えることが
できない（(3.90)には L が 2個出てくるため）。この性質を利用してリー
代数を kaの符号により分類することができる。ka > 0 なるリー代数をコ
ンパクトリー代数 (compact Lie algebra)、ka < 0 なる成分を持つリー代
数は非自明な有限次元のユニタリ表現を持たない。ローレンツ群は ka < 0

である。
適当なスケール変換をすることで

Tr{ad(Xa)ad(Xb)} = −gδab, g > 0 (3.92)

ととることができる。このとき、構造定数は次のように表される。まず、
(3.84)に (3.65)と (3.66)を代入すると、

[ad(Xa), ad(Xb)] = −fabcad(Xc) (3.93)

が得られる。この両辺に ad(Xc)を掛けてトレースをとり、(3.92)を用い
ると

fabc = g−1Tr{[ad(Xa), ad(Xb)]ad(Xc)}
= g−1Tr{[ad(Xb), ad(Xc)]ad(Xa)} (3.94)

が得られる。最後の等式はトレースの巡回性から示される。(3.94)から

fabc = fbca (3.95)

が言える。この結果と (3.41)から構造定数が完全反対称であることが分
かる。

fabc = fbca = fcab = −fbac = −facb = −fcba (3.96)

3.3 リー群の諸定理

群Gの元 gとパラメータの連続変化でつながっている部分を連結部分
といいC(g)と表す。連結部分はその中の一つの元を代表として指定すれ
ば定まるので、C(g1)とC(g2)は一致しているか互いに共通元を持たない
かのどちらかである。従って、リー群は互いに重なり合わない連結部分の
集合からなる。特に、連結部分の任意の 2点を選んだ時に、その 2点を結
ぶすべての曲線が互いに連続的に移り変わることができる時（あるいは、
任意のループが連続的に 1点に収縮できるとき）、Gは単連結であるとい
う。GL(n,C), SL(n,C/R), U(n), SU(n), SO(n), Sp(2n,R)はただ一つ
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の連結部分からなる。このうち、 SL(n,C/R), SU(n), Sp(2n,R)は単連
結である。
今、線形リー群Gの単位元を含む連結部分をG0と書くと、次の定理が
成立する。

Theorem 17 G0はGの不変部分群である。

証明 G0の任意の 2つの元 ga, gbをとり、それらと単位元 1を結ぶG内の
曲線をそれぞれ fa(t), fb(t)とすると、fa(0) = fb(0) = 1 でかつ fa(1) =

ga, fb(1) = gb である。そこで、h(t) := fa(t)fb(t)
−1を定義すると、h(t)

もまた G内の曲線で、h(0) = 1, h(1) = ga(gb)
−1 である。従って、単位

元と連続曲線でつながっている ga(gb)
−1はG0の要素なので、G0はGの

部分群である12。次に、G0がGの不変部分群であることを示す。これは
任意の g ∈ Gに対して gG0g

−1 = G0が成立することである。G0の任意
の元 gと上に導入した曲線 fa(t)に対して、f̃a(t) := gfa(t)g

−1 を定義す
ると、これは連続曲線であり、f̃a(0) = 1 ∈ G0なので f̃a(1) = ggag

−1 も
G0に属する (f̃a(t)が連続曲線なので)。よって、gG0g

−1 = G0 が成立し、
G0はGの不変部分群であることが分かる。

Theorem 18 Gの元 gを含む連結部分 C(g)は C(g) = gG0 = G0gと書
ける。

証明 gG0 = G0gはG0が不変部分群であることによる (定理 17）。G0の任
意の元 gaと単位元を結ぶG内の連続曲線 fa(t)をとり、h(t) := gfa(t)を
定義すると、h(0) = g, h(1) = ggaなので、ggaは gとG内で連続的に結ば
れている。よって、gG0 ⊂ C(g)である。逆に、C(g)の任意の元 cと gを
連続的に結ぶ曲線 k(t)を選び (k(0) = g, k(1) = c)、 k̃(t) := g−1k(t)を定
義すると k̃(0) = 1, k̃(1) = g−1cなので、g−1c ∈ G0、すなわち、c ∈ gG0

となる。従って、C(g) ⊂ gG0 なので、C(g) = gG0 が示された。

定理 18より、リー群Gは同値類の直和に分解できることが分かる。

G = g1G0 ⊕ g2G0 ⊕ · · · ⊕ gnG0 (3.97)

g1, · · · , gnのうちの一つは単位元である。また、定理 17よりG0は不変部
分群なので、商群

G/G0 = {g1, g2, · · · , gn} (3.98)

が導入できることが分かる。
12H が Gの部分群であるための同値の定義「∀g,∀ h ∈ H に対して gh−1 ∈ H ならば、

H は Gの部分群である」を思いだそう。
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Theorem 19 G0は線形リー群であり、そのリー代数はGと同一である。

証明 G0は線形リー群Gの部分群なので、それ自身が線形リー群である。
G0の単位元とその近傍はGのそれと一致しているので、両者の無限小変
換の生成子であるリー代数も一致する。

この定理からO(n)と SO(n)が同一のリー代数を持つことが分かる。以
下、いくつかの重要な定理を証明抜きで与えよう。詳しくはこの講義ノー
トの冒頭で紹介したリー群の教科書などを参照のこと。

線形リー群の単位元近傍の元はリー代数の元X を用いて eX と書ける
が、単位元近傍以外の元については次の定理が成立する。

Theorem 20 (i) 連結な線形リー群、あるいは、一般の線形リー群の単位
元を含む連結成分の任意の元gは、そのリー代数の有限個の元X1, X2, · · · , Xn

を用いて次のように表せる（ただし、表現の仕方が一意とは限らない）。

g = eiX1eiX2 · · · eiXn (3.99)

(ii) コンパクトで連結な線形リー群Gの任意の元 gはそのリー代数の適当
な元Xを用いて eX と表せる。従って、リー代数の基底をX1, · · · , Xdと
すると、適当な実数パラメータ t1, · · · , tdを用いて

g = exp

(
i

d∑
i=1

tiXi

)
(3.100)

と表せる。

具体的には、U(n), SU(n), SO(n), Sp(2n,R)は連結なコンパクト群であ
り、その元は (3.100)のように表すことができる。

以上のようにリー群の元は (3.99)や (3.100)のように書けるが、今度は
逆の問題を考える。すなわち、(3.45)-(3.48)を満足する抽象リー代数が与
えられた時、対応するリー群はどの程度定まるだろうか。

Theorem 21 抽象リー代数が与えられると、それに対応する単連結な線
形リー群が一意に定まる。

この単連結な線形リー群を普遍被覆群 (universal covering group)という。
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Theorem 22 与えられた抽象リー代数に対応する普遍被覆群 G̃の適当
な離散的な不変部分群 Z を選ぶと、同じ抽象リー代数をもつ連結リー群
Gは商群 G̃/Z と同型になる。

G ∼= G̃/Z. (3.101)

この定理から、ある抽象リー代数から構成される連結リー群は、不変部分
群に含まれるすべての離散的な不変部分群を求めることで与えられること
が分かる。
例として、２次元回転群 SO(2)を考える。この１次元表現は R(x) = eit

(0 ≤ t < 2π)　で１次元抽象リー代数は iである ((3.100)式と比較せよ)。
t = 2πは t = 0と同一視されるので、SO(2)のパラメター空間は単連結で
はない。この１次元抽象リー代数に対応した普遍被覆群は１次元の並進群
E1 := {T (x) = eix,−∞ < x <∞} であり、抽象リー代数はやはり 1であ
る。E1 のパラメター空間を 2πで分割して、{2πn ≤ x < 2π(n+ 1), n =

0,±1, · · · } → {0 ≤ t < 2π} なる対応を考えると、これは E1から SO(2)

への準同型写像であり、Z := {x = 2πn, n = 0,±1,±2, · · · }はその核で
ある。よって、準同型定理により E1/Z ∼= SO(2)。
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物理学では電磁場など物理的な実態に合わせていろいろな場を議論す
る。数学ではそのような場は多様体と呼ばれる。物理に要求される重要
な性質としては、時間や空間などの（局所）座標系が導入可能なことであ
り、また、ある時空点の近傍という概念も頻出する。そのような都合の良
い性質を持った空間は、数学ではハウスドルフ空間 (Hausdorf space)と
いう1。更に、完備性を満たす線形空間はバナッハ空間 (Banach space)と
呼ばれる。物理学ではいろいろな物理量を測り、その結果を定量化する必
要がある。そのために必要なことは、まず第一に時間と空間の座標系を導
入することである。ニュートン力学ではユークリッド空間、特殊相対論で
はミンコフスキー空間がその役割を果たすが、一般相対論ではグローバル
な座標系を導入することができないので、局所的な座標系を導入する必要
がある。そのために必要な数学的な道具立てのうち、リー群への応用とい
う観点から必要な概念について概説する。

4.1 位相空間 (topological space)

集合M の開部分集合からなる族 (family)2Γが次の３条件を満足するも
のとしよう。

• 全体集合M と空集合 ∅ は Γに属する。

• U1, U2 ∈ Γならば U1
∩
U2 ∈ Γ。

• Ui ∈ Γ (i = 1, 2, · · · )ならば
∪

i Ui ∈ Γである。ここで、iの数は無
限個あってもよい。

この時、集合M に Γの元を開集合とする位相が定まると言い、組 (M,Γ)

を、M を台集合、Γを開部分集合族とする位相空間と呼ぶ。リー群の元
の集合は位相空間となっており、位相群 (topological group)の例である。
M の点 Pを含む開集合を Pの開近傍という。点 Pの開近傍の全体を

Σ(P )と書き、点 Pの開近傍系という。位相空間の任意の異なる２点が互
1ハウスドルフ空間は、それに属する任意の異なった 2点 x, y に対して、互いに共通

部分をもたないような開近傍 Ux, Uy を選ぶことができる空間として定義される。
2族とは与えられた性質を持つ、添字によって順序づけられている元の集合をいう。
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いに交わらない開近傍を持つ時、このような位相空間をハウスドルフ空間
(Hausdorff space)という。これは異なる２点をつなぐ曲線が無限に分割
できることを意味しており、位相空間が連続的であることを示している3。
このような性質は、物理では通常仮定されていることであるが、格子ゲー
ジ理論のように時空が離散的であるような状況を考えるとハウスドルフ性
が失われる。
台集合Mの開部分集合族 Γ(M)に属するすべての集合の和集合がMに
等しいとき、Γ(M)を集合Mの開被覆 (open cover)であるという。位相
空間Mの任意の開被覆が与えられた時、Mをその開被覆に属する有限個
の集合で覆うことができるならば、この位相空間はコンパクト (compact)

であるという。
位相空間が局所コンパクト (locally compact)であるとは、各点の周り
にコンパクトな開近傍の閉包すなわち、境界も含めた近傍が存在すること
をいう。リー群は局所コンパクトである。

4.2 微分可能多様体

　次に、多様体上にどのように局所座標系を導入するかを考えよう。ハ
ウスドルフ空間Mの各点の開近傍からRnの開集合の上へ同相写像4が存
在する時、空間Mを n次元多様体という。Mの点 Pが Rn の点 (x1(P),

x2(P),· · · , xn(P))に写像される時、xi(P)を点Pの座標の第 i成分という。
このように、局所的に座標が導入できる連続空間が多様体である。連続群
の元は連続的なパラメータで特徴づけることができるので、連続群の元の
集合は多様体である。すべての関数が座標について無限回微分可能な多様
体を微分可能多様体 (differentiable manifold)という。時空の各点にユー
クリッド空間の開集合と同相な開近傍を持つ位相空間を導入し、更に、ハ
ウスドルフ性や微分可能性を仮定することで局所的に微分や積分が定義で
きるようになるのである。物理では通常そのような多様体を仮定する。
多様体M上の関数 f(P) (P∈M) が微分可能というのは、f を点 Pの座
標の関数と考えたときに、その関数が微分可能ということである。この条
件は局所座標系の取り方には依らない。微分可能多様体Mから微分可能
多様体Nの上への 1対 1の無限回微分可能な写像 ϕとその逆 ϕ−1もまた
無限回微分可能であるとき、ϕを微分同相写像 (diffeomorphism)といい、
MとNは微分同相 (diffeomorphic)であるという。２つの微分可能多様体

3一般の位相空間では、極限の一意性が保証されていないので、近傍という概念を用い
てそれを保証する公理を分離公理 (axiom of separation)という。分離公理には、コルモ
フゴルフ、フレッシュ、ハウスドルフによるものが有名であるが、ここに述べたハウスド
ルフの公理が使いやすいのでよく仮定される。

4全単射な連続写像で、逆もまた連続な写像を同相写像という。



4.3. 接空間 63

が同相であるとき、一方から他方へなめらかな変形によって移り変わるこ
とができる。

4.3 接空間

微分可能多様体M上の点 Pの座標を (x1, · · · , xn)とする。点 Pを通る
曲線は (x1(u), · · · , xn(u))のように 1変数 uでパラメトライズできる。こ
の時、微分可能な関数 f(x1, · · · , xn)を考え、点 Pを通る曲線に沿った関
数の値 f(x1(u), · · · , xn(u))を考える。関数 f の曲線に沿った方向微分は

df

du
=

n∑
i=1

dxi

du

∂f

∂xi
(4.1)

で与えられる。これはどんな微分可能関数に対しても成立するので

d

du
=

n∑
i=1

dxi

du

∂

∂xi
(4.2)

と書くことができる。ここで、dxi/du はこの曲線の点 Pにおける接ベク
トルの成分である。点 Pを通る別な曲線 xi(v) についても同様にして

d

dv
=

n∑
i=1

dxi

dv

∂

∂xi
(4.3)

と書くことができる。この時、d/duと d/dvの任意の線形結合もまた点P

を通るある曲線の接ベクトルであるはずなので

a
d

du
+ b

d

dv
=

d

ds
(4.4)

と書ける (s = (1/a)u+(1/b)v)。こうして微分可能多様体の任意の点Pに
おける接ベクトルの集合はベクトル空間を構成する。これをPにおける接
空間 (tangent space)、あるいは、接ベクトル空間 (tangent vector space)

といい、TP (M)で表す。TP (M)の基底は (∂/∂x1, · · · , ∂/∂xn) であり、接
ベクトルの i番目の成分は dxi/dt である (tは曲線を特徴づけるパラメー
タ)。接空間の次元は多様体の次元 nと同じである。(4.2)は接ベクトル
d/duを基底 {∂/∂xi}で展開した時の基底 ∂/∂xi係数が dxi/duであるこ
とを示している。
微分可能多様体Mの各点Pに対して、接ベクトルXP ∈ TP (M) を対応

させる写像をベクトル場 (vector field)という。ベクトル場の成分が vi(P )

の時、ベクトル場は

XP =

n∑
i=1

vi(P )
∂

∂xi
(4.5)
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と表される。ここで係数 vi(P)が微分可能であるとき、ベクトル場は微分
可能であるという。
リー群

G =

{
exp

(
i

d∑
i=1

xiXi

)}
(4.6)

の中の単位元を通る曲線

g(t) := exp

(
it

d∑
i=1

ciXi

)
(4.7)

を考える5。単位元 g(t = 0)におけるこの曲線の接ベクトル d/dt を求め
ると

g′(0) =
d

dt
exp

(
it

d∑
i=1

ciXi

)∣∣∣∣∣
t=0

= i

d∑
i=1

ciXig(0) (4.8)

であるからリー代数の基底Xiは群多様体Gの単位元における接空間Te(G)

の基底であることが分かる。ここで、微分可能多様体における接ベクトル
の基底 ∂/∂xiがリー代数の基底Xiに置き換わっていることに注意せよ。
Gの元 aによる左移動 (left translation)6La : g → agによって、単位元

eの近傍は aの近傍に移る。また、eを通る曲線 g(t)はLaによって aを通
る曲線 ag(t)に写像される。曲線 ag(t) の aにおける接ベクトル d/dtは

d

dt
ag(t)

∣∣∣∣
t=0

= i

d∑
i=1

ci(aXia
−1)ag(0) (4.9)

となり、多様体Gの点 aにおける接空間Ta(G)の基底が {aXia
−1}で与え

られることが分かる。こうして、Gの各点aにベクトルVa =
∑d

i=1 c
i(aXia

−1)

を対応させることによって、単位元におけるベクトル場 Veから群の任意
の元 aにおけるベクトル場 Va = aVea

−1が導入される。このようなベク
トル場を左不変ベクトル場 (left-invariant vector field)という。同様に右
移動 Ra : g → ga を考えることによって右不変ベクトル場 Va = a−1Vea

が導入される。右不変ベクトル場と左不変ベクトル場は共に接ベクトル空
間 Te(G) と同型であり、それぞれがリー代数を作っている。
局所座標系 (x1, · · · , xn) に対して 2つの接ベクトル

X =

n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
, Y =

n∑
i=1

ηi
∂

∂xi
(4.10)

5純虚数 iが便宜上ついていることに注意しよう。これは前章と同じ記法に従うために
そうしている。

6左作用 (left action)とも呼ばれる。
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が与えられるとすると、これらの交換子もまた接ベクトルである。実際、

[X,Y ] =

n∑
i=1

 n∑
j=1

(
ξj
∂ηi

∂xj
− ηj ∂ξ

i

∂xj

) ∂

∂xi
(4.11)

となり、[· · · ]内が ∂/∂xiの係数となっている。
多様体の座標を定義する関数が任意の点の近傍でテイラー展開できると

き、解析的多様体 (analytic manifold)という。解析的多様体の接ベクト
ルがX = d/dλで与えられる曲線 xi(λ) に沿って ϵだけ移動した点の座標
と元の点の座標は

xi(λ+ ϵ) = eϵXxi(λ) (4.12)

で結びつけられる。実際、曲線に沿って ϵだけ移動した時の座標の変化は

xi(λ+ ϵ) = xi(λ) + ϵ
d

dλ
xi(λ) = xi(λ) + ϵXxi(λ) (4.13)

なので

d

dλ
xi(λ) = lim

ϵ→0

xi(λ+ ϵ)− xi(λ)
ϵ

= Xxi(λ) (4.14)

が得られる。これを積分すると (4.12)が得られる。

4.4 群上の不変積分

リー群G上で定義された関数 f(g) (g ∈ G) の群上での積分を考えよう。
群多様体上での左（右）移動は座標変換と解釈できるので、積分値はその
ような変換に対して不変となるように定義されるべきである。そこで、こ
こではそのような測度をどう定義すべきかを考えよう。左移動に対して不
変な積分 ∫

f(ag)dgL =

∫
f(g)dgL (4.15)

を与える測度 dgLを左不変ハール測度 (left Haar measure)という。右不
変なハール測度も同様に定義される。群が局所コンパクトであればこのよ
うな積分測度は規格化定数を除いて一意に存在する。一般に変数変換に対
して積分を不変にする測度を不変測度 (invariant measure)というが、特
に、局所コンパクト位相群上で定義される正則不変測度をハール測度と
いう。
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例 1. 実数全体Rは加法群をなす。この群の不変積分は実数直線上の積分
であり、 ∫ ∞

−∞
f(x+ a)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)dx (4.16)

が任意の a ∈ Rに対して成立する。不変測度は dxである。

例 2. 正の実数の全体R+は乗法に対して群をなしている。この群に対して∫ ∞

0
f(ax)

dx

x
=

∫ ∞

0
f(x)

dx

x
(4.17)

は任意の a ∈ R+に対して成立する不変積分であり、不変測度は dx/xで
ある。

例 3. 3角行列の群

T =

{(
x y

0 z

)
;x, y, z ∈ R, x > 0, z > 0

}
(4.18)

の左移動を考える。a, c > 0と仮定して(
a b

0 c

)(
x y

0 z

)
=

(
ax ay + bz

0 cz

)
:=

(
x′ y′

0 z′

)
(4.19)

なる左移動を考えると、

dx′dy′dz′ =

∣∣∣∣∣∂(x′, y′, z′)∂(x, y, z)

∣∣∣∣∣dxdydz = a2cdxdydz =
x′2z′

x2z
dxdydz (4.20)

よって、左ハール測度は dxdydz/(x2z)であることがわかる。同様に、右
ハール測度は dxdydz/(xz2)で与えられる。

一般のリー群に対して左ハール測度を求めるために、単位元付近の体積
要素が左移動に対してどのように変化するかを調べる。n次元微分可能多
様体上の任意の点Pにおける体積要素 dVn(P )は、点Pにおける n個の 1

次独立な微小接ベクトルの張る体積であると定義される。

dVn(P ) =

∣∣∣∣∣∣∣
δt11 · · · δt1n
...

. . .
...

δtn1 · · · δtnn

∣∣∣∣∣∣∣ = det[δt1, · · · , δtn] (4.21)

この体積要素の符号は局所座標系が右手系か左手系かを定義する。多様
体全体にわたってこの符号が一定の時は、向き付け可能な多様体であると
いう。
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リー群Gの単位元近傍の体積要素が左移動に対してどう変化するかを調
べるために、単位元近傍の元g = exp(i

∑n
i=1 δt

iXi)のa = exp(i
∑n

i=1 u
iXi)

による左移動を考える。

ag = exp

(
i

n∑
i=1

ϕi(u, δt)Xi

)
(4.22)

右辺の ϕiを δt = 0の周りに展開すると ϕi(u, 0) = uiに注意して

ϕi(u, δt) = ui +
n∑

j=1

∂ϕi(u, x)

∂xj

∣∣∣∣∣
x=0

δtj (4.23)

よって、a近傍の微小ベクトルは

dti(a) =
n∑

j=1

∂ϕi(u, x)

∂xj

∣∣∣∣∣
x=0

dtj =:
n∑

j=1

Ci
Ljdt

j(e) (4.24)

ここで

Ci
Lj :=

∂ϕi(u, x)

∂xj

∣∣∣∣∣
x=0

(4.25)

従って、体積要素は左移動によって

dV (a) = det[Ci
Lj(a)]dV (e) (4.26)

のように変換される。従って、左移動に対して不変なハール測度は

dgL = det[Ci
Lj(a)]

−1dV (a) (4.27)

で与えられる。同様に右ハール測度は

Ci
Rj :=

∂ϕi(x, u)

∂xj

∣∣∣
x=0

(4.28)

と置き換えることによって得られる。
コンパクト群 (O(n), SO(n), U(n), SU(n),Sp(2n,R))は群のパラメー

タ領域も有界閉区間なので、群多様体の体積
∫
G dgLも有限である。これ

に対して、ノンコンパクト群 (GL(n,C/R), SL(n,C/R))の体積は有限で
はない。コンパクト群Gでは全体積が有限なので、

∫
G dgL = 1と規格化

できる。この時、G上の連続関数 f に対してその左不変積分

I(f) =

∫
G
f(g)dgL (4.29)
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は一意に決まる。このことから、コンパクト群の右不変積分もまた I(f)

に等しいことが分かる。実際、Gの任意の元 g0に対して I(f)から新しい
積分

I∗(f) =

∫
G
f(gg0)dgL (4.30)

を導入すると、I∗(f)はG上の左不変積分なので（f(gg0) = f̃(g)とおけば
f̃に関する左不変積分となっている）、不変積分の一意性より I∗(f) = I(f)、
すなわち、 ∫

G
f(gg0)dgL =

∫
G
f(g)dgL (4.31)

が成立し、左不変積分は右不変積分に等しいことが分かる。従って、コン
パクト群の不変ハール測度は両側不変 (right and left invariant)である。
コンパクトでないリー群の場合も左右の不変ハール測度が等しくなる場
合もある。その好例がGL(n,R)である。この群の元の行列要素 g = (gij)

を積分変数のパラメータと考えると

dg =
∏
ij

dgij (4.32)

元の左移動を g′ij =
∑

k aikgkj とすると∏
ij

dg′ij = (detA)n
∏
ij

dgij = [det(g′g−1)]n
∏
ij

dgij

= (detg′)n(detg)−n
∏
ij

dgij (4.33)

よって左不変ハール測度は

dg = (detg)−n
∏
ij

dgij (4.34)

であることが分かる。同様にして右移動に関しても同じ結果になることが
分かる。

4.5 コンパクトリー群

コンパクトで連結なリー群Gの中心（すなわち、Gのすべての元と可
換な不変部分群）を Zとすると、Gの随伴表現は商群G/Zの忠実な表現
であるから、コンパクト群の表現を調べるためには随伴表現を調べること
が有益である。
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コンパクト群の群多様体上の積分は有限で、その積分測度は両側不変で
あった。群多様体上の体積を

∫
G dg = 1と規格化しておく。群Gの表現を

Dをし、その表現空間を Vとする。V上の内積を (x, y) (x, y ∈ V ) と書
き、次の量を定義する。

⟨x, y⟩ :=
∫
G
(D(g)x,D(g)y)dg (4.35)

この量もまた V上の内積である。積分が右不変なので群Gの任意の元 h

に対して

⟨D(h)x,D(h)y⟩ =

∫
G
(D(g)D(h)x,D(g)D(h)y)dg

=

∫
G
(D(gh)x,D(gh)y)dg

=

∫
G
(D(g)x,D(g)y)dg = ⟨x, y⟩ (4.36)

このように、コンパクトリー群の表現は内積を変えないのでこの内積 ⟨x, y⟩
に関してユニタリである。このような表現D(g)を群のユニタリ表現とい
う。こうして次の定理が得られる。

Theorem 23 コンパクト群の任意の表現は、適当な内積を定義すればそ
の内積を不変に保つユニタリ表現となる。

リー代数の随伴表現 (3.65)は純虚数の交代行列であるから、コンパクト
群の随伴表現の表現行列 (3.64)は実直交行列である。（群の元が直交行列
の時は、リー代数は交代行列となることを思い出そう（表 3.1.4参照））。
定理 23によれば、表現の直交性はコンパクト群の任意の表現で保たれる
ことが分かる。
(3.65)から、コンパクトリー群のリー代数の構造定数は

fijk = −fikj (4.37)

を満たし、すべての添え字 i, j, kに対して完全反対称である。この結果は、
(3.96)とコンシステントである。

Theorem 24 コンパクトリー代数の構造定数 fijk は、すべての添え字
i, j, kに対して完全反対称である。

この定理からコンパクトリー代数のカルタン計量の対角要素は正の値を取
りえないことがわかる。

gii =
∑
j,k

fijkfikj = −
∑
j,k

(fijk)
2 ≤ 0 (4.38)
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特に、gii = 0 となるのはすべての j, kに対して fijk = 0となる場合であ
るから、Xiがリー代数の中心に属する場合である。したがって、コンパク
トリー代数は中心Wcとそれ以外W0の直和となる：W=Wc⊕W0。この
とき、W0は可換な不変部分代数を含まないので半単純である。実際、も
しそうでないとすると、W0は可換な不変部分代数を持つことになるが、
その元をXa, Xbとすると、これらは可換なので fabc = 0。よって、(4.37)

より facb = 0となる。しかし、これはXa（そしてXbも）がWの任意の
元Xcと交換することを意味する ([Xa, Xc] = ifacbXb = 0)ので、W0は
Wの中心となり矛盾。ゆえにW0は半単純である。半単純なリー代数は
単純リー代数の直和であらわされる（定理 15)。また、可換なリー代数は
1次元リー代数の直和なので次の定理が得られる。

Theorem 25 任意のコンパクトリー代数は、単純リー代数と 1次元リー
代数の直和であらわされる。

1次元リー代数に対応するコンパクトリー群は 1次元ユニタリ群 U(1)

である。定理 25により任意のコンパクトな連結線形リー群は一般にU(1)

と単純リー群の直積で表されることが分かる。任意のコンパクトリー群は
単純リー代数に分解できるので、以下では単純リー代数を考える。



71

第5章 ルートとウエイト

5.1 カルタン部分代数

リー代数の構造定数は随伴表現を与えるが、これらがすべて独立なわけ
ではない。そこで、リー代数の基底を上手く選んでゼロでない構造定数の
みで交換関係

[Xi, Xj ] = ifijkXk (5.1)

を構成したい（これまでと同様に、2度現れる添え字についてはk = 1, 2, · · · , d
について和をとるものとする）。定理 23によりコンパクトリー群の表現は
ユニタリなので、群の元を U = eiX と書くと、ユニタリ条件 U † = U−1

よりX† = X となり、リー代数X の表現はエルミート行列で表される。
カルタン計量は

gij := (Xi, Xj) (5.2)

であり、A = aiXi, B = biXiの時、キリング形式 (3.57)は

(A,B) = gija
ibj (5.3)

と書ける。
リー代数の基底Xi (i = 1, · · · , d)の中で、互いに可換なものが r個あ

るとして、それらをHa (a = 1, · · · , r)と書く。

[Ha, Hb] = 0 (a, b = 1, · · · , r) (5.4)

対応する構造定数は fabk = 0 (a, b = 1, · · · , r; k = 1, · · · , d) である。コ
ンパクトリー群の構造定数 fijk は i, j, k について完全反対称であるので
((3.96)参照)、随伴表現は

{ad(Xk)}ab = ifkab = 0 (a, b = 1, · · · , r; k = 1, · · · , d) (5.5)

で与えられる。{Ha; a = 1, · · · , r} の張る空間はリー代数の部分空間をな
す。これをカルタン部分代数 (Cartan subalgebra)、その次元 rはリー代
数の階数 (rank)という。すなわち、リー代数のランクは、リー群の一次
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独立な生成元のうち互いに可換なものの最大個数である。ランクはリー代
数の基底の取り方にはよらず、リー代数に固有の量である。
リー代数の随伴表現はリー代数の中心を除いて忠実な表現であるから、
コンパクトな単純リー代数の構造は、随伴表現を用いて調べることができ
る。(5.5)と構造定数の対称性から

ad(Ha) =

( r d− r
r 0 0

d− r 0 nonzero

)
(5.6)

ここで対角成分の 0は r行 r列のゼロ行列、nonzeroは (d− r)行 (d− r)
列のゼロ行列ではない行列を表している。
随伴表現の表現空間はリー代数そのものであるから、ad(Xk)はリー代
数のあるベクトルX = xiXiから別なベクトル Y = yiXiへの間の 1次変
換の行列であるとみなすこともできる。すなわち、随伴表現を行列とみな
すと、行列 ad(Xk)はベクトル (x1, · · · , xd)からベクトル (y1, · · · , yd)へ
の 1次変換

yi = {ad(Xk)}ijxj (5.7)

の役割を果たす。(5.6)よりカルタン部分代数のベクトルH = haHa は、
a = r + 1, · · · , dに対しては ha = 0なので、ad(Ha)によりゼロベクトル
に写像される：

{ad(Ha)}bchc = 0 (5.8)

すなわち、カルタン部分代数は1次写像ad(Hb)の核である。また、{Xi, i =

r + 1, · · · , d} によって張られる (d − r)次元空間は、1次変換 ad(Ha)に
よってそれ自身に変換される。単純リー代数の場合は、この (d− r)次元
空間は不変部分空間である。以下では、この不変部分空間の固有ベクトル
と固有値について考える。

5.2 カルタン標準系

行列 ad(Ha) (a = 1, · · · , r)は互いに可換だから、適当に基底を選ぶこと
によって同時対角化が可能である。随伴表現の定義 (3.81)により ad(iHa)

は実交代行列であるから、ゼロでない固有値は複素数となる。従って、実
行列によって対角化することはできないが、線形代数の定理により適当な
直交行列 T を用いて次のように r × rのゼロ行列（これを 0で表す）と
(d− r)× (d− r)の行列にブロック対角化できる。すなわち、ゼロ行列で
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ない (d− r)× (d− r)行列は 2行 2列の交代行列の直和で表され、他の行
列成分はすべてゼロである。

T−1ad(iHa)T =



0

0 α1
a

−α1
a 0

. . .

0 αs
a

−αs
a 0


(5.9)

ここで a = 1, · · · , r, s = (d− r)/2 である。このことから、d− rが偶数
でなければならないことがわかる。これから ad(iHa) の固有値は r個の
ゼロと±iαj

a (j = 1, · · · , s = (d− r)/2)で与えられることが分かる。ゆえ
に、ad(Ha) の固有値はゼロと実数のペアー ±αa である。対応する固有
ベクトルを v±α = {vj±α, j = 1, · · · , d} とすると

{ad(Ha)}ijvjα = αav
i
α (5.10)

{ad(Ha)}ij が純虚数であることに注意して (5.10)の両辺の複素共役をと
ると

{ad(Ha)}ijvj∗α = −αav
i∗
α (5.11)

従って、

v−α = v∗α (5.12)

であることが分かる。
随伴表現 {ad(Ha)}ij は構造定数と関係式 (3.81)

{ad(Ha)}ij = −ifaij (5.13)

で結ばれている。ここで Ha は互いに交換するので、d − r 個の固有ベ
クトルはすべての ad(Ha) (a = 1, · · · , r) について共通に取ることがで
きる。このとき、共通に取った各同時固有ベクトルに対応する固有値 αa

(a = 1, · · · , r) は r次元ベクトル空間のベクトルの成分とみなすことがで
きる。これをルート (root)という。
ad(Ha)の 2つの固有ベクトルを vα, vβ とすると、ad(Ha)の反対称性

より

αa(vβ, vα) = (vβ, ad(Ha)vα)

= viβ{ad(Ha)}ijvjα
= −{ad(Ha)}jiviβvjα
= −βavjβv

j
α

= −βa(vβ, vα) (5.14)
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よって、(αa+βa)(vβ, vα) = 0が得られる。従って、すべてのa = 1, 2, · · · , r
に対して、αa + βa = 0でなければ固有ベクトルは直交する。そこで、固
有ベクトルを１に規格化すると

(vβ, vα) = δα+β,0 (5.15)

が得られる。ここで、δα+β,0は、すべてのa = 1, 2, · · · , rに対してαa+βa =

0の時に 1、それ以外は 0である。(5.12)を用いると (5.15)は

(v∗β, vα) = δα,β (5.16)

と書くこともできる。この結果は、ルートベクトル α = (α1, · · · , αr)と
β = (β1, · · · , βr)が一致しない限り、固有ベクトル vαと v∗β は直交するこ
とを示している。v∗βをブラベクトル ⟨β|、vαをケットベクトル |α⟩で表記
すると、(5.16)は ⟨β|α⟩ = δα,β と簡潔に表記できる。
ad(Ha) の固有値 αaは非縮退である。実際、もし固有値 αaに属する固
有ベクトルとして vαの他に uαも存在するとすると (5.15)より

(v−α, vα) = (v−α, uα) = 1→ (v−α, vα − uα) = 0 (5.17)

となるが、vα−uαは固有値が縮退しているという仮定により 0ではない。
ところが、(5.17)は vα−uαが固有値 αに属さない固有ベクトルであるこ
とを示しており矛盾する。従って、ad(Ha) の固有値 αaは非縮退である。
この結果から、ad(Ha)が互いに異なる d− r個の固有値 αaを持ち、そ
れぞれの固有ベクトルの張る固有空間 Vαは 1次元となる (固有ベクトル
が非縮退なので）。そこでルート±αに対応する固有ベクトル v±αを用い
てリー代数の元を

Eα = viαXi, E−α = vi−αXi = vi∗αXi (5.18)

のように構成すると (最後の等式で (5.12)を用いた)、{Hα, Eα, E−α}は
リー代数の新しい基底をなす。これをカルタン標準形という。このとき

(Eα, Eβ) := (vα, vβ) = δα+β,0 (5.19)

が得られる。固有ベクトルの完全性∑
α

viαv
j∗
α = δij (5.20)

と直交性 (5.15)

viαv
i∗
α = viαv

i
−α = 1 (5.21)
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を用いると ((5.21)では iについて和がとられていることに注意しよう)、
カルタン計量は

gab = (Ha,Hb) = {ad(Ha)}ij{ad(Hb)}ji
=

∑
α

{ad(Ha)}ijvjαvk∗α {ad(Hb)}ki

=
∑
α

αaαbv
i
αv

i∗
α

=
∑
α

αaαb (5.22)

が得られる。ここで、最後の等式を得る際に (5.21)を用いた。
(5.10)の両辺にXiを掛けて iについて和をとると左辺は (5.13)より

{ad(Ha)}ijvjαXi = −ifaijvαjXi = ifajiXivα
j

= [Ha, Xj ]vα
j = [Ha, Eα] (5.23)

他方、左辺は (5.18)より

αav
i
αXi = αaEα (5.24)

こうして

[Ha, Eα] = αaEα (5.25)

を得る。
さて、ヤコビの恒等式より

[Ha, [Eα, E−α]] = [Eα, [Ha, E−α]] + [[Ha, Eα], E−α] (5.26)

(5.25)を代入すると右辺は 0に等しいことが分かる。従って、[Eα, E−α]

はHaと交換するのでカルタン部分代数に属する。それゆえ、

[Eα, E−α] = viαv
j
−α[Xi, Xj ] = iviαv

j
−αfijaHa

= −{ad(Ha)}ijviαv
j
−αHa = αav

i
αv

i
−αHa

= αaHa (5.27)

ここで、最後の等式を導く際に固有ベクトルの直交性 (5.21)を用いた。
よって

[Eα, E−α] = αaHa (5.28)

が得られる。
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さらに [Ha, [Eα, Eβ]]についてヤコビの恒等式と (5.25)を用いると

[Ha, [Eα, Eβ]] = (αa + βa)[Eα, Eβ] (5.29)

が得られる。αa + βaが ad(Ha)の固有値（すなわち、ルート）であれば、
それに対応する固有空間は 1次元（非縮退）であったから [Eα, Eβ]はEα+β

に比例しなければならない。

[Eα, Eβ] = Nα,βEα+β (5.30)

比例定数Nα,βはα, βに依存し、α+βがルートでないときはゼロになる。
以上の議論によりリー代数のランク r の基底であるカルタン標準形
{Ha, Eα, E−α}は次の交換関係に従うことが分かった。

[Ha,Hb] = 0 (a, b = 1, · · · , r),
[Ha, E±α] = ±aαE±α,

[Eα, E−α] = αaHa, (5.31)

[Eα, Eβ] = Nα,βEα+β

E†
α = E−α, (Eα, Eβ) = δα+β,0,

(Ha, Hb) = gab =
∑
α

aαbα

このように元のXiに対する交換関係 (5.1)における構造定数に対して、新
しい基底であるカルタン標準形の交換関係はルートαaと定数Nα,βによっ
て決まる。(5.31)をみると、カルタン標準形は角運動量演算子の代数に良
く似ていることが分かる。Haは Jzに、E±αは昇降演算子 J±に類似した
役割を果たしていることがわかる。この su(2)との類似性を利用してコン
パクトリー代数の分類がなされる。

5.2.1 SO(3)のカルタン標準形

X̂i = −iXiと定義するとカルタン計量は ĝij := (X̂i, X̂j) = 2δij、また、
ĝij = (1/2)δijである。カルタン部分代数としてH1 = X̂1をとると、固有
値は α = ±1で、固有ベクトルは

v+ =
1

2
(0, 1, i), v− = v∗+ (5.32)

これから

H1 =

 0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 , E+ = E†
− =

1

2

 0 1 i

−1 0 0

−i 0 0

 (5.33)
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交換関係は

[H1, E±] = ±E±, [E+, E−] =
1

2
H1 (5.34)

ここで α1 = 1ならば α1 = 1/2である。その他の交換関係は 0である。こ
れはランク 1のリー代数である。
(5.22)を考慮してH1/

√
2をH1と規格化すれば、カルタン計量は ĝab =

δabとなり、α1 = α1 = ±1/
√
2であり、交換関係 (5.34)は

[H1, E±] = ±
1√
2
E±, [E+, E−] =

1√
2
H1 (5.35)

となる。(5.34)で
√
2E±をE±とおくと

[H1, E±] = ±E±, [E+, E−] = H1 (5.36)

となり α1 = α1 = ±1 である。

5.3 ルート空間

5.3.1 Nα,βの決定

カルタン標準形 (5.31)では、リー代数の構造はルート αとNα,βで決ま
るが、以下で示すようにNα,β もルートによって決まる。従って、リー代
数の構造はルートによって完全に決定される。
まず、交換関係

[Eα, Eβ] = Nα,βEα+β (5.37)

において αと β を交換すれば Nα,β = −Nβ,α が得られ、また、(5.37)の
そのエルミート共役を考え、E†

α = E−αであることに注意するとN∗
α,β =

−N−α,−β が得られる。

Nα,β = −Nβ,α = −N∗
−α,−β (5.38)

次に、Eα, Eβ, E−α−β に対してヤコビの恒等式を作ると

[Eα, [Eβ, E−α−β]] + [Eβ, [E−α−β, Eα]] + [E−α−β, [Eα, Eβ]] = 0 (5.39)

ここで、(5.31)の 3番目と 4番目の関係式を使い、αと βが独立なルート
((α+ β)a = αa + βa)であることに注意すると

[αaNβ,−α−β + βaN−α−β,α − (αa + βa)Nα,β ]Ha = 0 (5.40)
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ここで、α, β は独立なルートなので αaと βaの係数をそれぞれ独立に０
とおくことができる。ゆえに

Nα,β = Nβ,−α−β = N−α−β,α (5.41)

同様にしてEα, E−α, Eβ にヤコビの恒等式を適用する

[E−α, [Eα, Eβ]] + [Eα, [Eβ, E−α]] + [Eβ, [E−α, Eα]] = 0 (5.42)

これに (5.31)を適用すると次の関係式が得られる。

Nα,βN−α,α+β +Nβ,−αNα,β−α = −αaβa (5.43)

これに (5.38)と (5.41)を用いると、

N−α,α+β = −N∗
α,−α−β = N∗

−α−β,α = N∗
α,β (5.44)

Nβ,−α = N−α,α−β = −Nα,β−α (5.45)

が得られる。これらを (5.43)へ代入すると

|Nα,β−α|2 = |Nα,β|2 + αaβa (5.46)

が得られる。
(5.46)はルートに対する漸化式とみなすことができる。この漸化式を用
いると、ルート αと βから次のルートが構成できることが分かる。

β −mα, β − (m− 1)α, · · · , β, · · · , β + nα (m,n ≥ 0) (5.47)

このとき仮定によりβ+(n+1)αはルートではないのでNα,β+nα = 0 ((5.37)

からNα,β+nαがEβ+(n+1)αの係数であることに注意)。そこで、(5.46)で
βの代わりに β + nαを代入すると

|Nα,β+(n−1)α|2 = αa(βa + nαa) (5.48)

同様にして、βの代わりに β+(n−1)α, β+(n−2)α, · · · , β+kαを (5.46)

に代入すると

|Nα,β+(n−2)α|2 − |Nα,β+(n−1)α|2 = αa[βa + (n− 1)αa]

|Nα,β+(n−3)α|2 − |Nα,β+(n−2)α|2 = αa[βa + (n− 2)αa]

· · ·
|Nα,β+kα|2 − |Nα,β+(k+1)α|2 = αa[βa + (k + 1)αa] (5.49)

(5.48)とこれらを足し合わせると

|Nα,β+kα|2 = (n− k)
[
αaβa +

1

2
(n+ k + 1)αaαa

]
(5.50)
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が得られる。
次に、ルートの下端を考える。(5.37)で α → −α、β → β −mαとお

くと、

[E−α, Eβ−mα] = N−α,β−mαEβ−(m+1)α (5.51)

仮定により Eβ−(m+1)αは存在しないのでN−α,β−mα = 0でなければなら
ない。従って、(5.44)より

0 = N−α,β−mα = N−α,α+[β−(m+1)α] = N∗
α,β−(m+1)α (5.52)

これに (5.50)で k = −m− 1とおいた式を代入すると

αaβa +
1

2
(n−m)αaαa = 0 (5.53)

ここで

αaβa = ĝabα
aβa =: (α, β) (5.54)

などと書くと、

2
(α, β)

(α, α)
= m− n (5.55)

が得られる。これを (5.50)に代入すると

|Nα,β+kα|2 =
1

2
(n− k)(m+ k + 1)(α, α) (5.56)

となり、|Nα,β|もまたルート αによって完全に決まることが分かる。
このように、リー代数の構造はカルタン部分代数の随伴表現 {ad(Ha), a =

1, 2, · · · , r}の固有値 αa を成分とするルート α = (α1, · · · , αr) によって
完全に決まることがわかった。ルートは r次元ベクトル空間を張り、その
計量はカルタン計量 (5.22)によって与えられる。この空間をルート空間
という。

5.3.2 単純ルート

(5.55)でm− n := n1とおくと

2
(α, β)

(α, α)
= n1 (5.57)

対称性から、この式で αと βの役割を入れ替えた式もまた整数値をとる
はずである。

2
(α, β)

(β, β)
= n2 (5.58)
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両者の積と比からそれぞれ

(α, β)2

(α, α)(β, β)
= cos2 θαβ =

1

4
n1n2 (5.59)

(β, β)

(α, α)
=
n1
n2

(5.60)

が得られる。仮定によりα ̸= βなので cos2 θαβ < 1である。よって、(5.59)
より θαβのとりうる値は次の場合に限定されることが分かる (0 ≤ θαβ ≤ π
を仮定)。

cos2 θαβ =



0 ↔ θαβ = π
2 ,

|α|
|β| =不定

1
4 ↔ θαβ = π

3 ,
2π
3 ,

|α|
|β| = 1 → SU(3)

2
4 ↔ θαβ = π

4 ,
3π
4 ,

|α|
|β| =

√
2→ SO(5)

3
4 ↔ θαβ = π

6 ,
5π
6 ,

|α|
|β| =

√
3→ G2

(5.61)

このように2つの（単純）ルートαとβのなす角度は π/2, 2π/3, 3π/4, 5π/6

の 4通りに限られ1、これらに対応する 2つのルートの長さの比はそれぞ
れ不定、1,

√
2,
√
3　である。更に、1,

√
2,
√
3はそれぞれコンパクト単純

リー群 SU(3), SO(5), および、G2に対応している。ランクが 2の場合は、
ルートは 2次元ベクトルなのでルート図 (root diagram)はこれら 2つのベ
クトルで張られる。SU(3)、SO(5)、G2のルート図はそれぞれ図 5.1、図
5.2、図 5.3のようになる。
これらの図から明らかなようにルート図は紙面に垂直な面に対して対
称である。実際、(5.55)は−n以上、m以下なので (5.47)から αと β が
ルートならば

β′ = β − 2
(α, β)

(α, α)
α (5.62)

もルートになることが分かる。ここで、β′は αに垂直な面に関する βの
鏡映になっていることが分かる (図 5.4参照)。これをワイル鏡映 (Weyl

reflection)という。ルート図のワイル鏡映の全体は群をなし、これをワイ
ル群 (Weyl group)という。ワイル群はカルタン部分代数の基底Haに対
する変換群である。
ルート空間では (d− r) 個のルートが r次元のベクトル空間を構成する
から、任意のルートはこの 1次独立なルートを用いて表せる。それは次の
ようにして選ぶことができる。まず、ルート α = (α1, · · · , αr)の最初の

1後に示されるように ((5.64) 参照)、2 つの単純ルートのなす角度は π/2 以上でなけ
ればならない。
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図 5.1: コンパクト単純リー群 SU(3)のルート図
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図 5.2: コンパクト単純リー群 SO(5)のルート図

ゼロでない成分 αa (1 ≤ a ≤ r)　が正（負）の時、これを正（負）ルー
ト (positive/negative root)という。(d − r)個のルートのうち半分は正、
半分は負である ((5.9)参照)。次に、2つのルート α, β が与えられた時、
α − β の最初のゼロでない成分が正の時、α > β と定義する。このよう
にして r個の 1次独立なルートを小さい順に 0 < α(1) < · · · < α(r) のよ
うに並べ、r次元ルート空間の基底にとる。これらを単純ルート (simple

root)と呼ぶ。他の正のルートは、交換関係 (5.37)を繰り返し適用するこ
とによって得られるので、それらは単純ルートの負でない整数係数 ni の
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図 5.3: コンパクト単純リー群G2のルート図
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図 5.4: Weyl鏡映

1次結合で表される。こうして、任意のルートは次のように表される。

α = ±
r∑

i=1

niα
(i) (5.63)

このように、コンパクト単純リー代数の構造は単純ルートによって一意に
決まる。
単純ルートは次の性質がある。

(i) α, βが単純ルートのとき、α− βはルートではない。実際、α− β =: γ

がルートであるとすると、それは正または負のルートでなければならな
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い。正とすると、それはα > γなので γは単純ルートでなければならない
(単純ルートは小さいものから選ばれることを思い出そう)。しかし、これ
は単純ルートが 1次独立であることに反する。負の場合は、−γ = β − α
が βよりも小さな正のルートなので単純ルートとなり、単純ルートが 1次
独立であることに矛盾する。

(ii) α, βが単純ルートのとき、

(α, β) ≤ 0 (5.64)

である。なぜなら、α, β についてのルートのシリーズ (5.47)を考えると
(i)よりm = 0なので (5.55)から結論できる。
この結果から、2つの単純ルートのなす角度は次の不等式を満足するこ

とが分かる。

π

2
≤ θαβ < π (5.65)

単純ルートは互いに線形独立である。もしそうでなければ、単純ルート
の適当な線形結合

γ =
∑
α

xαα. (5.66)

がゼロにならなければならない。単純ルートの定義よりすべての αは正
なので、γ = 0となるためには、右辺の係数の一部が正、残りが負でなけ
ればならない。そこで、右辺を係数が正の部分と負の部分の２グループに
分けて

γ = µ− ν, (5.67)

と書こう。定義により、µと νは共にすべての係数が正である。すなわち、

µ =
∑
xα>0

xαα, ν =
∑
xα<0

(−xα)α. (5.68)

この時、(5.64)より (µ, ν) ≤ 0なので

γ2 = (µ− ν)2 = µ2 + νs − 2(µ · ν) ≥ µ2 + ν2 > 0 (5.69)

となり γ = 0と矛盾する。従って、単純ルートは互いに線形独立である。
このことから、任意の正のルートは単純ルートに非負の整数をかけた線形
結合

ϕ =
∑
α

nαα, nα ≥ 0 (5.70)
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で表される。
単純ルートは互いに線形独立なだけではなく、完全である。従って、単
純ルートの数は代数のランク、すなわち、カルタン部分代数の生成子の数
に等しい。実際、もしそうでないとするとすべての単純ルート αと直交
するベクトル χが存在しなければならない:

∀α に対して [χ ·H,Eα] = 0 (5.71)

ところが、χ ·H は他のカルタン部分代数の生成子とも交換するので、そ
れは代数のすべての生成子と交換してしまい、単純ルートであることに矛
盾する。こうして、全代数が単純ルートから構成されることが分かる。
最後に例として SU(3)を取り上げよう2。(5.61)から SU(3)の場合は、
２つの単純ルート α, βは長さが等しく、互いの角度は 2π/3である。ルー
トの長さを 1に規格化すると、

(α)2 = (β)2 = 1, (α, β) = −1

2
(5.72)

これから、SU(3)の２つの単純ルートは

α = (1/2,
√
3/2), β = (1/2,−

√
3/2) (5.73)

で与えられることが分かる（図 5.5参照)。α+βはルートであるが、2α+β
や α+ 2βはルートではない。

5.4 ディンキン図

(5.61)と (5.65)より 2つの単純ルート α, βのなす角度は

θαβ = π/2, 2π/3, 3π/4, 5π/6 (5.74)

の 4通りに限られることが分かる。ディンキン図は単純ルートを図示する
方法である。各単純ルートは丸印 ◦で表し、ルート間の角度は丸印の間を
結ぶ線の数で表す。2π/3は 1重線、3π/4は 2重線、5π/6は 3重線で結
ぶ（図 5.6参照）。π/2の場合は線で結ばない。また、2つのルートの長
さが異なる場合は長いほうから短い方へ向かって矢印をつける。
単純リー代数は単純ルートを与えることによって一意に決定される。一
方、単純ルートは、その長さとルート間の角度を与えることによって決ま
る。あるいは、次のカルタン行列 (Cartan matrix)を与えることによって
決まる。

Cαβ = 2
(α, β)

(β, β)
(5.75)

2このテーマは後に 6.1.2節で詳しく取り上げる。
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図 5.5: SU(3)の２つの単純ルートと他のルート。y軸の右側のルートは
正、左側のルートは負である。正のルートは昇演算子、負のルートは降演
算子に対応している。

j j5π/6 - G2⟩

j j3π/4 - SO(5)⟩

j j2π/3 - SU(3)

j jπ/2

図 5.6: ランク２の単純リー代数のディンキン図。

カルタン行列 (5.75)の対角成分は明らかにCαα = 2、非対角成分は (5.59),

(5.60)より

Cαβ = −n2, Cβα = −n1 (5.76)

これから非対角成分は 0, -1,-2,-3しかとれないことが分かる。
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リー群 θαβ cos2 θαβ n1 n2 Cαβ Cβα カルタン行列

SU(3) 2π/3 1
4 1 1 −1 −1

(
2 −1
−1 2

)

SO(5) 3π/4 2
4 1 2 −2 −1

(
2 −2
−1 2

)

G2 5π/6 3
4 1 3 −3 −1

(
2 −3
−1 2

)

一般にランク rのコンパクト単純リー代数の単純ルート系には r個の丸
印をつないだ図形が 1:1に対応する。従って、コンパクト単純リー代数の
分類はあらゆる可能なディンキン図を書き下すことに帰着する。その結果
を下の表に示す。
ルートの内積が正定値 (α, α) ≥ 0および

∑
i(α, ei)

2 ≤ (α, α)より、ディ
ンキン図は次の性質を有する (証明は斎藤光 p.255)。
(i) 閉じた図形はない。
(ii) 一つの図形の中に 3つ以上の 2重線、2つ以上の 3重線は存在しない。
(iii) 一つの丸印につながる線分は高々3本である。

コンパクト単純リー代数の分類
クラス ランク r リー代数の次元 d コンパクト群
Ar 1, 2, 3, · · · (r + 1)2 − 1 SU(r + 1)

Br 1, 2, 3, · · · r(2r + 1) SO(2r + 1)

Cr 1, 2, 3, · · · r(2r + 1) Sp(2r,R)

Dr 3, 4, 5, · · · r(2r − 1) SO(2r)

Er 6, 7, 8 78, 133, 248 Er

F4 4 52 F4

G2 2 14 G2

この表からわかるように、ランクが r = 1, 2, 3の時は、異なるクラスの
ディンキン図が同一のディンキン図を与える場合がある。この場合、異な
るクラスのリー代数は同型であり、対応する群は準同型である。従って、
準同型定理により不変部分群（中心）に関する商群の間に同型関係が成立
する。

A1 = B1 = C1 : SU(2)/Z2
∼= SO(3) ∼= Sp(2,R)/Z2 (5.77)

B2 = C2 : SO(5) ∼= Sp(4,R)/Z2 (5.78)

A3 = D3 : SU(4)/Z2
∼= SO(6) (5.79)
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コンパクト群の中心は以下のように一般に巡回群 Znである。

SU(n) : Zn (5.80)

SO(2n), Sp(2n,R) : Z2 (5.81)

E6 : Z3 (5.82)

E7 : Z2 (5.83)

上の表のその他の群の中心は１である。

5.5 ウエイト

5.5.1 リー代数の表現

コンパクトな連結リー群の表現D(g)はリー代数の表現 ρ(Xi)を用いて

D(g) = exp

[
i

d∑
i=1

tiρ(Xi)

]
(5.84)

と与えられるので、この場合は群の表現を知るにはリー代数の表現を知れ
ばよい。更に、定理 23より、コンパクト群の表現は適当な内積に対して
ユニタリ表現となり、このとき ρ(Xi)はエルミート行列となる。リー代数
をカルタン標準形で書くと、その表現は

ρ(Ha), ρ(Eα), ρ(E−α) = ρ†(Eα) (5.85)

となる。既約表現はその次元で区別できるので、太字で書いた次元Dで
その表現を表す。例えば、2次元表現は 2と書く。
表現空間の基底をカルタン部分代数Haの固有ベクトルに取れば、可換な

行列Ha (a = 1, · · · , r)の同時固有ベクトルを |µ,D⟩i =: uiµ (i = 1, · · · , D)

と書くと

Ha|µ,D⟩ = µa|µ,D⟩ (a = 1, · · · , r) (5.86)

となる。随伴表現の基底はリー代数の次元が dなので、|α,d⟩ と表記す
ると、(5.10)より |α,d⟩ ∝ vα である表現空間の内積を次のように定義し
よう。

⟨µ,D|ν,D⟩ = (u∗µ)
i(uν)

i (5.87)

ここで、これまでと同様に２回現れる添え字 iについては i = 1, 2, · · · , d
について和をとるものとする。Haはエルミート行列なので

⟨µ,D|Ha|ν,D⟩ = (u∗µ)
i(Ha)ij(uν)

j

= νa⟨µ,D|ν,D⟩
= µa⟨µ,D|ν,D⟩ (5.88)
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となる。従って、固有値が異なる固有ベクトルは直交する。

5.5.2 ウエイト図

固有ベクトルを規格化して

⟨µ,D|ν,D⟩ = δµ1ν1 · · · δµrνr (5.89)

とする。Haの固有値µ = (µ1, · · · , µr)は r次元空間のベクトルであり、こ
れを表現のウエイトという。随伴表現のウエイトはルートである。ルート図
と同様にウエイトの作る r次元空間の図形をウエイト図 (weight diagram)

という。
ルートの場合と類似の関係がウエイトの場合にも成立する。固有ベクト
ル |µ,D⟩にEαを作用させた状態Eα|µ,D⟩の固有値は

HaEα|µ,D⟩ = ([Ha, Eα] + EαHa) |µ,D⟩
= (µa + αa)Eα|µ,D⟩ (5.90)

から µa + αa であることが分かる。それゆえ

Eα|µ,D⟩ = Nα,µ|µ+ α,D⟩ (5.91)

と書ける。
次に、Nα,µの値を求めよう。まず、

αaµa = ⟨µ,D|αaHa|µ,D⟩ = ⟨µ,D|[Eα, E−α]|µ,D⟩
= ⟨µ,D|EαE−α|µ,D⟩ − ⟨µ,D|E−αEα|µ,D⟩
= |N−α,µ|2 − |Nα,µ|2 (5.92)

また、

N−α,µ = ⟨µ− α,D|E−α|µ,D⟩
= ⟨µ− α,D|E†

α|µ,D⟩
= ⟨µ,D|Eα|µ− α,D⟩∗

= N∗
α,µ−α (5.93)

が成立する。ゆえに、

|Nα,µ−α|2 = |Nα,µ|2 + (α, µ) (5.94)



5.5. ウエイト 89

これは随伴表現の場合のルートの関係式 (5.46)に対応している。ルート
の場合と同様にして、|µ,D⟩ に Eα あるいは E−αを繰り返し作用させる
ことによってウエイトのシリーズ

µ−mα,µ− (m− 1)α, · · · , µ, µ+ α, · · · , µ+ nα (m,n ≥ 0) (5.95)

が得られる。従って (5.56)と同じ方法によって

|Nα,µ+kα|2 =
1

2
(n− k)(m+ k + 1)(α, α) (5.96)

が得られる。また、(5.55)と同様にして

2
(α, µ)

(α, α)
= m− n (5.97)

が得られる。また、(5.62)と同様に、µがウエイトであるとすると

µ′ = µ− 2
(α, µ)

(α, α)
α (5.98)

もまたウエイトである。これから (µ′, µ′) = (µ, µ)が言えるので、ウエイ
トはワイル鏡映によってその長さを変えない。従って、ウエイトの作る格
子は同心球面状に位置している。例として図 5.7に SU(3)の 8次元表現 8、
図 5.8に 15次元表現 15のウエイト図を示す。図で 2重丸はウエイトが 2

重に縮退していることを示している。

shs s
s s

s s
�
�
�
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A
A
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�
�
�
��A

A
A
AA

図 5.7: SU(3)の 8次元表現 8のウエイト図。２重丸は２重縮退を表す。

5.5.3 最高ウエイト

ウエイトの正負や大小もルート同様に定義できる。すなわち、ウエイト
µ = (µ1, · · · , µr)の最初のゼロでない成分の正負によってウエイトの正負
と定義する。また、2つのウエイトの差 µ− νの最初のゼロでない成分が
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図 5.8: SU(3)の 15次元表現 15のウエイト図

正の時 µ > νと定義する。最初のゼロでない成分が等しいときは、その次
のゼロでない成分を比較して大小を決定する。既約表現のウエイトをこの
ように定義した時、最も大きなウエイトを最高ウエイト (highest weight)

という。
最高ウエイトには縮退はなく、従って対応する固有ベクトルは一意に
決まる。このことから、最高ウエイトは既約表現を一意に決める重要な
パラメータとなる。このことを示すために、既約表現 D の最高ウエイ
ト µに対応する固有ベクトルを |µ,D⟩とし, 任意のルート αi に対して
Eα1Eα2 · · ·Eαk

|µ,D⟩の形のベクトルを考える。すべての kに対してのベ
クトルの集合 {Eα1Eα2 · · ·Eαk

|µ,D⟩}は既約表現全体を張る。もし、最高
ウエイトに対応する別の固有ベクトル |µ,D⟩′ が存在すると仮定すると c

を比例定数として

|µ,D⟩′ = cEβ1Eβ2 · · ·Eβl
|µ,D⟩ (5.99)

と書けるはずである。ただし、ウエイトの引数が等しいのでβ1+· · ·+βl = 0

である。ここで βi のうち、正のルートを交換関係を使って右に移動させ
るとそれが |µ,D⟩に作用するとゼロになる（最高ウエイトなので）。従っ
て、正のルートはすべて除外できる。ところが、βi の総和はゼロなので
結局それらはすべてゼロとなり、最高ウエイトは一意に定まる。
既約表現の任意の固有ベクトルは最高ウエイトの固有ベクトルに負の
ルートに対応するEαを作用させることによって得られる:

E−α(i)E−α(j) · · ·E−α(k) |µ,D⟩ (5.100)

このように既約表現のウエイトは最高ウエイトから単純ルートを引いてい
くことによって得られる。
ウエイト µが最高ウエイトであるための必要十分条件は、すべての単
純ルート α(i) (i = 1, 2, · · · , r)に対して µ+ α(i) がウエイトにならないこ
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とである。このことから、

mi := 2
(α(i), µ)

(α(i), α(i))
(5.101)

は負でない整数となる。実際、もしこれが負の整数だとすると、(5.98)に
よって定義される µ′が µ′ > µとなり、µが最高ウエイトであるという仮
定に矛盾する。µが最高ウエイトでない時は、miは負の整数も含む整数
となる。こうして、任意のウエイトはすべてのmiの組 [m1, · · · ,mr] に
よって完全に特徴づけられる。これをウエイトのディンキン・インデック
ス (Dynkin index)という。既約表現は最高ウエイトのディンキン・イン
デックスによって一意に決定される。そして、最高ウエイトのディンキン・
インデックスはすべて０もしくは正の整数である。

5.5.4 基本表現

mi = 1, mj = 0 (j ̸= i) であるような最高ウエイトを µ(i)をとると

2
(α(i), µ(j))

(α(i), α(i))
= δij (5.102)

なので、µ(i) : [0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0]である (miのみ 1で他は 0)。これらを
用いると、任意のウエイトは次のように表すことができる。

µ =

r∑
i=1

miµ(i) (5.103)

µ(i)を基本ウエイト (fundamental weight)といい、µ(i)を最高ウエイトと
する表現 ρiを基本表現 (fundamental representation)という。
群の直積表現は (2.66)より、

[D(a×b)(g)]kl,ij ≡ D
(a)
ki (g)D

(b)
lj (g) (5.104)

なので、これに (5.84)を代入して ti を無限小だとみなして展開すると、
リー代数の直積表現

{ρ(a×b)(X̂)}ik,jl = {ρ(a)(X̂)}ijδkl + δij{ρ(b)(X̂)}kl (5.105)

が得られる。直積表現の表現空間は、それぞれの表現空間の直積である。
ρ(a)(Hc), ρ

(b)(Hc)の固有ベクトルをそれぞれ |µ(a),N⟩, |µ(b),M⟩とすると、
ρ(a×b)(Hc)の固有ベクトルは |µ(a),N⟩|µ(b),M⟩ である。この時、(5.105)

より

ρ(a×b)(Hc)|µ(a),N⟩|µ(b),M⟩
= (ρ(a)(Hc)|µ(a),N⟩)|µ(b),M⟩+ |µ(a),N⟩(ρ(b)(Hc)|µ(b),M⟩)
= [µ(a) + µ(b)]c|µ(a),N⟩|µ(b),M⟩ (5.106)
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が得られる。従って、直積表現のウエイトはそれぞれの表現のウエイトの
和である。逆に、最高ウエイトが µ : [m1, · · · ,mr] で与えられる表現は
(5.103)よりm1個の基本表現 ρ1、m2個の基本表現 ρ2、...、mr個の基本
表現 ρrの直積表現によって与えられる。
既約表現は最高ウエイトのディンキン・インデックスにより一意に決ま
る。既約表現のその他のウエイトは、最高ウエイトから単純ルートを順次
引いていくことによって得られる。

µ′ = µ−
r∑

j=1

kjα
(j) (kj ≥ 0, kj = integer) (5.107)

この時、(5.101)とカルタン行列の定義より

2
(α(i), µ′)

(α(i), α(i))
= mi −

r∑
j=1

kjCji ≡ pi (5.108)

であるから、一般のウエイトは最高ウエイトのディンキン・インデックス
[m1,m2, · · · ,mr]からカルタン行列の行の成分 (Cj1, Cj2, · · · , Cjr)を順次
引いていくことによって得られる。単純ルートは 1次独立だから、(5.107)

によりウエイトは [p1, p2, · · · , pr]によって表される。
∑r

j=1 kjをウエイト
のレベルという。(5.98)から、最高ウエイトから出発して (5.107)の piが
正の時は pi回だけ α(i)を引くことができる。こうして、各レベルのウエ
イトを求めることができる。
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第6章 リー群の具体例

ここでは、これまでに学んだ一般論をリー群の具体例に適用すること
で、具体例を学ぶと同時に一般原理の理解を深めることを目指す。

6.1 ユニタリ群

n次のユニタリ群 (unitary group of degree n) U(n) は n行 n列のユニ
タリ行列の全体からなる群であり、Cn上で内積を保存する。このうち、行
列式が 1のものだけからなる群を n次の特殊ユニタリ群 (special unitary

group of degree n)という。

6.1.1 SU(2)

基本表現

SU(2)は2行2列の特殊ユニタリ行列の全体{U ;U †U = UU † = 1, detU =

1} の作る群である。U のユニタリ性より U = exp(iX)と書くとX はエ
ルミート行列で、detU=1 より TrX=0 である。従って、X の独立なパ
ラメータ数は 8-4-1=3である。
SU(2)群のリー代数 su(2)は最も単純なコンパクトリー代数であり、そ

の生成子 Jj(j = 1, 2, 3)は交換関係

[Jj , Jk] = iϵjklJl, j, k, l = 1, 2, 3 (6.1)

を満足する。ここで、ϵjkl はランク３の完全反対称テンソル (completely

antisymmetric tensor of rank three)である。(6.1)から、su(2)の構造定
数は fjkl = iϵjkl であり、カルタン計量は (3.49)より

gij = ϵimnϵjnm = ϵnimϵnmj (6.2)

ここで公式

ϵnabϵncd = δacδbd − δadδbc (6.3)
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を使うと

gij = δimδmj − δijδmm = −2δij (6.4)

が得られる (δmm = 3に注意せよ)。ここで、

ĝij := −gij = 2δij (6.5)

を定義する。ĝij の逆行列は

ĝij =
1

2
δij (6.6)

で与えられる。これを用いてルートの添え字の上げ下げが行われる。
交換関係 (6.1)から、可換なリー代数の元は自分自身しかないので、SU(2)

のランクは１である。カルタン部分代数としH3 = J3を選ぶと (3.67)より

{ad(J3)}ij = −iϵ3ij =

 0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 (6.7)

この行列の固有値は α = ±1であり、ルートは図 6.1のように 1次元であ
る。固有値 α = ±1に対応する固有ベクトルは

s s-�

図 6.1: SU(2)のルート図

v± =
1

2
(1,±i, 0) (6.8)

であり、それゆえ固有ベクトルの昇降演算子は

E+ = (v+)
iJi =

1

2
(J1 + iJ2), E− = E†

+ =
1

2
(J1 − iJ2) (6.9)

で与えられ、交換関係

[H3, E±] = ±E±, [E+, E−] =
1

2
H3 (6.10)

を満たす 1。これは SO(3)のリー代数の交換関係 (5.34)と同じ形をして
いるので、SU(2)と SO(3)のリー代数は同型である。このことは、SU(2)

1物理では J± = 2E±, J3 = H3 を用いる場合が多い (J± =
√
2E± を採用している教

科書もある)。この時、交換関係は

[J3, J±] = ±J±, [J+, J−] = 2J3

となる。
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と SO(3)の単位元付近の構造が同一であることを意味している。すなわ
ち、SU(2)と SO(3)は局所同型 (locally isomorphic)である。しかし、群
全体の構造は異なっており、SU(2)は SO(3)の普遍被覆群となっている。
ルートおよびウエイトは共に 1次元ベクトルであり、カルタン計量 (6.6)

を考えると α1 = 1, α1 = 1/2, (α, α) = α1α
1 = 1/2である。

SU(2)の既約表現Nは最高ウエイト j = jαによって決まる。jのワイ
ル鏡映

j′ = j− 2
(α, j)

(α, α)
α = −j (6.11)

が最低ウエイトである。
ウエイト µの固有ベクトルを |µ,N⟩とすると (5.91)より

E−|µ,N⟩ = N−1,µ|µ− 1,N⟩ (6.12)

ここで (5.93)より

N−1,µ = N∗
1,µ−1 (6.13)

右辺の値は (5.96)で k = −1とおき、(α, α) = 1/2代入することで得られ
る。すなわち、

|N−1,µ|2 = |N1,µ−1|2 =
1

4
m(n+ 1) (6.14)

ここで、m,nはウエイトシリーズ (5.95)の下限と上限を与える非負の整
数である。N−1,µ =: Nµ とおき、J− = 2E−を用いると

J−|µ,N⟩ = 2Nµ|µ− 1,N⟩ (6.15)

となる。
ウエイトのシリーズ (5.95)で最高ウエイトと最低ウエイトをそれぞれ j,

−jに等しいと置く。ウエイトが 1次元であることに注目すると、ベクトル
は数に置き換えてもよいので (αを単位として考える）、µ+n = j, µ−m =

−j。これからm = j + µ, n = j − µ。これらを (6.15)、(6.14)に代入す
ると

J−|µ,N⟩ = 2Nµ|µ− 1,N⟩

|Nµ|2 =
1

4
(j + µ)(j − µ+ 1) (µ = j, j − 1, · · · ,−j) (6.16)

最高ウエイトの既約表現の次元N は、ウエイトシリーズ (5.95)のベクト
ルの数に一致するので

N = m+ n+ 1 = 2j + 1 (6.17)
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で与えられる。m,n = 0, 1, · · · なので

j = 0, 1/2, 1, 3/2, · · · (6.18)

である。
既約表現のディンキン・インデックスは (5.101)から

m = 2
(α, j)

(α, α)
= 2j (6.19)

で与えられる（ウエイトが α方向の 1次元なので）。基本表現はm = 1と
おくことによって得られるので、j = 1/2の表現 ρ1/2が基本表現である。
他の任意の既約表現は、基本表現の直積表現として与えられる。

スピン 1/2の直積表現の既約分解

まず、パウリ行列

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(6.20)

を定義する。カルタン部分代数をH3 = σ3/2ととった時、基底ベクトルは∣∣∣1
2
,2
⟩
=: α =

(
1

0

)
,
∣∣∣− 1

2
,2
⟩
:= β =

(
0

1

)
(6.21)

直積表現 ρ
(1)
1/2⊗ ρ

(2)
1/2の表現空間の基底ベクトルのうち最高ウエイト j = 1

の固有ベクトルは |1,3⟩ = α(1)α(2)である。この時、(6.16)より

J−|1,3⟩ = |0,3⟩ (6.22)

である。また、(5.106)より

J−(α
(1)α(2)) = (J−α

(1))α(2) + α(1)(J−α
(2))

=
1√
2
(β(1)α(2) + α(1)β(2)) (6.23)

が得られる（ここでは j = µ = 1/2であることに注意）。これを (6.22)と
比較すると

|0,3⟩ = 1√
2
(α(1)β(2) + α(2)β(1)) (6.24)

であることが分かる。両辺に再び J−を作用させることで

| − 1,3⟩ = β(1)β(2) (6.25)
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が得られる。(6.24)と直交する固有ベクトルを選ぶことで

|0,1⟩ = 1√
2
(α(1)β(2) − α(2)β(1)) (6.26)

が得られる。このように、2つの既約表現の直積表現を既約表現の直和に
分解できた。これを次のように書こう。

2⊗ 2 = 3⊕ 1 (6.27)

クレプシューゴルダン係数

一般に、最高ウエイトが j1と j2 の 2つの既約表現の直積表現は、次の
ような既約表現の直和に分解できる。

|µ1,2j1 + 1⟩|µ2,2j2 + 1⟩ =

j1+j2∑
J=|j1−j2|

⟨µ1 + µ2; J |µ1, j1;µ2, j2⟩

×|µ1 + µ2,2J+ 1⟩ (6.28)

ここで係数 ⟨µ1+µ2; J |µ1, j1;µ2, j2⟩をクレプシューゴルダン係数 (Clebsch-

Gordan coefficient)という。このように、クレブシューゴルダン係数は直
積表現を既約表現の直和に分解する際の係数として現れる。
クレプシューゴルダン係数は対称直交行列である。すなわち、

⟨M ; J |µ1, j1;µ2, j2⟩ = ⟨µ1, j1;µ2, j2|M,J⟩ (6.29)
j1+j2∑

J=|j1−j2|

J∑
M=−J

⟨µ1, j1;µ2, j2|M,J⟩⟨M ; J |µ′1, j1;µ′2, j2⟩ = δµ1µ′
1
δµ2µ′

2

(6.30)
j1∑

µ1=−j1

j2∑
µ2=−j2

⟨M ; J |µ1, j1;µ2, j2⟩⟨µ1, j1;µ2, j2|M ′, J ′⟩ = δMM ′δJJ ′

(6.31)

逆に、(6.28)の右辺のダミー変数JをJ ′と置き換えた上で両辺に ⟨µ1, j1;µ2, j2|M,J⟩
を掛けて µ1, µ2について和をとり、(6.31)を用いると

|M = µ1 + µ2,2J+ 1⟩ =

j1∑
µ1=−j1

j2∑
µ2=−j2

⟨µ1, j1;µ2, j2|M,J⟩

×|µ1,2j1 + 1⟩|µ2,2j2 + 1⟩ (6.32)

これは既約表現を直積表現の和で展開したものである。
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四元群

既約表現を最高ウエイト J3 = jと J3の値であるウエイトmでラベル
づけしよう。

|j,m⟩ (m = j, j − 1, · · · ,−j) (6.33)

この状態を用いてカルタン部分代数 J3と昇降演算子 J± ≡ J1 ± iJ2の行
列要素を表すと

⟨j,m′|J3|j,m⟩ = mδm,m′ (6.34)

⟨j,m′|J+|j,m⟩ =
√

(j +m+ 1)(j −m)δm′,m+1 (6.35)

⟨j,m′|J−|j,m⟩ =
√

(j +m)(j −m+ 1)δm′,m−1 (6.36)

これは su(2)代数のスピン j表現に他ならない。特に、j = 1/2の場合は

J1 =
1

2
σ1, J2 =

1

2
σ2, J3 =

1

2
σ3 (6.37)

である。
SU(2)群はノルム 1の 4元数群 (quaternion group of norm 1)

Q = {±1,±σx,±σy,±σz} (6.38)

に同型である。これを示すために、まず 2行 2列の任意の特殊ユニタリ行
列が

u = a0 + ia · σ =

(
a0 + iaz iax + ay

iax − ay a0 − iaz

)
, (6.39)

の形で書けることに注意する。ここで (a0, ax, ay, az) は実の単位四元ベク
トル (unit 4-vector)である。

a20 + a2x + a2y + a2z = 1. (6.40)

これは 4 次元空間の 3 次元単位球面であり、S3 と書かれる。これと等
価な SU(2)の表現は、スピンを単位 3次元ベクトル n̂の周りの角度 θ　
(0 ≤ θ < 4π)回転させる行列である。

u(n̂, θ) = cos
θ

2
+ i(n̂ · σ) sin θ

2
= exp

(
i
θ

2
n̂ · σ

)
(6.41)

u(n̂, θ + 2π) = −u(n̂, θ) (6.42)
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6.1.2 SU(3)

ゲルマン行列

SU(3)は 3行 3列の特殊ユニタリー行列 Û 全体の作る群である。行列
式が１なので、3行 3列のトレースがゼロのエルミート行列 X̂ を用いて
Û = exp(iX̂)と書ける。独立なパラメータの数は 2× 32 − 32 − 1 = 8で
ある。ゲルマン行列の標準基底は次の 8つのエルミート行列である。

λ1 =

 0 1 0

1 0 0

0 0 0

 , λ2 =

 0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 , λ3 =

 1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 ,

λ4 =

 0 0 1

0 0 0

1 0 0

 , λ5 =

 0 0 −i
0 0 0

i 0 0

 , λ6 =

 0 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,

λ7 =

 0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

 1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 . (6.43)

SU(3) の生成元 Fiはゲルマン行列を用いて次のように与えられる。

Fi =
1

2
λi (i = 1, 2, · · · , 8) (6.44)

これらは

Tr(FiFj) =
1

2
δij (6.45)

を満たし、次の交換関係を満足する。

[Fi, Fj ] = ifijkFk (6.46)

ここで、fijkは SU(3)の構造定数であり、添え字 i, j, kに関して完全反対
称である。ゼロでない値を表 6.1に示す。特に、 F1, F2, F3 は SU(3)の
SU(2)部分群を形成する。これをアイソスピン部分群という。
ゼロでないカルタン計量は対角成分のみである。

ĝij = −filkfjkl = 3δij (6.47)

ゲルマン行列の反交換関係は次式で与えられる。

{λi, λj} = 2dijkλk +
4

3
δij (6.48)
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表 6.1: SU(3)のゼロでない構造定数 fijk。i, j, kに関して完全反対称。
i j k fijk

1 2 3 1

1 4 7 1/2

1 5 6 -1/2

2 4 6 1/2

2 5 7 1/2

3 4 5 1/2

3 6 7 -1/2

4 5 8
√
3/2

6 7 8
√
3/2

表 6.2: (6.49)式で定義される完全対称な dijkの値
i j k dij

k i j k dijk

1 1 8 1/
√
3 3 5 5 1/2

1 4 6 1/2 3 6 6 -1/2

1 5 7 1/2 3 7 7 -1/2

2 2 8 1/
√
3 4 4 8 -1/(2

√
3)

2 4 7 -1/2 5 5 8 -1/(2
√
3)

2 5 6 1/2 6 6 8 -1/(2
√
3)

3 3 8 1/
√
3 7 7 8 -1/(2

√
3)

3 4 4 1/2 8 8 8 -1/
√
3

ここで、dijkは i, j, kに関して完全対称な係数でありゲルマン行列を用いて

dijk = Tr({λi, λj}λk) (6.49)

と書くことができる。dijkの値は表 6.2に示す。
Fi, dijk, fijk は次の恒等式を満足する。

[Fi, {Fj , Fk}] + {[Fj , Fi], Fk}+ {[Fk, Fi], Fj} = 0 (6.50)

djklfilm + dikmfjil + djlmfkil = 0 (6.51)
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また、次の関係式も成立する。これらは SU(3)空間の回転と解釈できる。

e−2iθF7F1e
2iθF7 = cos θF1 + sin θF4 (6.52)

e−2iθF7F2e
2iθF7 = cos θF2 + sin θF5 (6.53)

e−2iθF7F3e
2iθF7 = cos2 θF3 +

1

2
sin2 θ(F3 +

√
3F8)

− sin θ cos θF6 (6.54)

ここで、θ = π/2とおくと、SU(2)のリー代数 {F1, F2, F3}をF7について
π回転することによって SU(2)V のリー代数 {F4, F5, (1/2)(F3 +

√
3F8)}

が生成されることが分かる。

随伴表現

カルタン部分代数としては対角的な F3と F8をとることができる（こ
れらは互いに交換する）。

H1 = F3 =


1
2 0 0

0 −1
2 0

0 0 0

 , H2 = F8 =


√
3
6 0 0

0
√
3
6 0

0 0 −
√
3
3

 (6.55)

したがって、SU(3)のランクは２であり、ルートは 2次元ベクトルとなる。
それらを求めるために、随伴表現

{ad(H1)}ij = −if3ij , {ad(H2)}ij = −if8ij (6.56)
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の同時固有ベクトルを考える。(6.56)を行列表示で書くと

ad(H1) = i



0 −1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1/2 0 0 0

0 0 0 1/2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1/2 0

0 0 0 0 0 −1/2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0



ad(H2) = i



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −
√
3/2 0 0 0

0 0 0
√
3/2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −
√
3/2 0

0 0 0 0 0
√
3/2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


(6.57)

これら交換する 8行 8列行列は 8個の固有値と固有ベクトル viαをもつが、
それらは次の表の通りである。ここで、固有値 (0,0)は２重縮退している。

(α1, α2) viα
(±1, 0) 1√

6
(1,±i, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

(±1/2,±
√
3/2) 1√

6
(0, 0, 0, 1,±i, 0, 0, 0)

(∓1/2,∓
√
3/2) 1√

6
(0, 0, 0, 0, 0, 1,±i, 0)

(0, 0) (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0)

(0, 0) (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)

ここで、固有ベクトルの規格化定数 1/
√
6 は規格化条件

gijv
ivj∗ = 1 (6.58)

と gij = 3δij であることから決められた。

カルタン標準形

カルタン計量は gij = 3δij、また、カルタン行列は(
2 −1
−1 2

)
(6.59)
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これから 2つのルートのなす角度 θが cos θ = −1/2を満足しなければな
らないので、θ = 2π/3である。これを満足するものとして、1に規格化
された次の 2つのルート α(1), α(2)をとる。

α(1) =

(
1

2
,

√
3

2

)
, α(2) =

(
1

2
,−
√
3

2

)
(6.60)

これから、基本表現の定義 (5.102)を満足する基本ウエイトを求めると

µ(1) =

(
1

2
,

√
3

6

)
, µ(2) =

(
1

2
,−
√
3

6

)
(6.61)

であることが分かる（これらが実際に (5.102)を満足することを確かめて
みよ）。これらを用いてルートを表した時、その係数がルートのディンキ
ンインデックスである ((5.103)をみよ）。よって、

α(1) =
(
1
2 ,

√
3
2

)
, [2,−1]

α(2) =
(
1
2 ,−

√
3
2

)
, [−1, 2] (6.62)

このようにして求められたディンキンインデックスがカルタン行列 (6.59)

の 1行目と 2行目に一致していることがわかる（なぜか？）。
カルタン標準形は

Eα = viαFi (6.63)

と定義される。これに (6.58)の固有ベクトルを代入すると

E(±1,0) =
1√
6
(F1 ± iF2) (6.64)

E(±1/2,±
√
3/2) =

1√
6
(F4 ± iF5) (6.65)

E(∓1/2,±
√
3/2) =

1√
6
(F6 ± iF7) (6.66)
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図 6.2: SU(3)のルート図とディンキン図

ウエイト図

H1とH2の同時固有ベクトルと固有値（それぞれ h1と h2）は (6.55)か
ら次のように求められる。

同時固有ベクトル (h1, h2)　　 1

0

0

 (
1

2
,

√
3

6

)
 0

1

0

 (
−1

2
,

√
3

6

)
 0

0

1

 (
0,−
√
3

3

)
(6.67)

これらのベクトルを図 6.3にプロットした。これは µ(1)を最高ウエイトと
する SU(3)の基本表現である [1,0]表現であり、3次元表現 3である。
同様にして、もうひとつの基本表現 [0,1]も求めることができる。この
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-

6

H1

H2

t(1/2,
√
3/6)t(-1/2,

√
3/6)

t(0,−√3/3)
図 6.3: SU(3)の 3次元基本表現 3のウエイト図。これは (6.67)のルート
ベクトルの位置を表している。

時、H1,H2の固有ベクトルと固有値 (h1, h2)は次のように与えられる。

固有ベクトル　 (h1, h2) 1

0

1

 (
1

2
,−
√
3

6

)
 1

1

0

 (
0,

√
3

3

)
 0

1

1

 (
−1

2
,−
√
3

6

)
(6.68)

これらはµ(2)を最高ウエイトとする SU(3)の 3次元表現 3∗を与えている。

-

6

H1

H2

t
(1/2,-

√
3/6)

t
(-1/2,-

√
3/6)

t(0,√3/3)

図 6.4: SU(3)の 3次元基本表現 3∗のウエイト図。これは (6.68)のルート
ベクトルの位置を表している。

3次元表現 3のディンキン・インデックスとそれに対応するウエイトは
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最高ウエイト µ(1)から出発して次のように求められる。(
1

2
,

√
3

6

)
[1, 0]

↓ −α(1)(
0,−
√
3

3

)
[−1, 1]

↓ −α(2)(
−1

2
,

√
3

6

)
[0,−1] (6.69)

このように、ルートが異なったウエイトを結ぶのは、ルートに対応する生
成子が異なったウエイトに対応する状態を結ぶ遷移演算子となっているか
らである。
一方、3次元表現 3∗のディンキン・インデックスは最高ウエイト µ(2)

から出発して次のように求められる。(
1

2
,−
√
3

6

)
[0, 1]

↓ −α(2)(
0,

√
3

3

)
[1,−1]

↓ −α(1)(
−1

2
,−
√
3

6

)
[−1, 0] (6.70)

このように、3次元の基本表現が 2個あることは、カルタン部分代数のラ
ンクが２であることに対応している。
(6.1.2)より SU(3)の構造定数は実数なので、Fi が交換関係 (6.46)を満
足すれば、−F ∗

i も同じ交換関係を満足する。従って、ρ(Fi)が表現ならば
−ρ∗(Fi)もまた表現になる。これを ρの複素共役表現と言い、ρ∗で表す。
表現 [0,1]は [1,0]の複素共役表現である。実際、(6.68)は (−F ∗

3 ,−F ∗
8 )の

固有値である。このことから、表現 ρのウエイト µに対して、−µは複素
共役表現 ρ∗のウエイトであることが分かる。なぜなら、複素共役表現の
カルタン部分代数は−H∗

a であるが、Haがエルミートなので、−H∗
a の固

有値は−Haの固有値に等しい。従って、既約表現の最高ウエイトの符号
を変えたものは、複素共役表現の最低ウエイトであり、その逆も真であ
る。ρ∗と ρが同等な時、実表現という。実表現のウエイト図は原点に対し
て対称である。一般に、既約表現 [n,m]の複素共役表現は [m,n]である。
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なぜならば、[n,m]表現の最高ウエイトは nµ(1) +mµ(2)、最低ウエイト
は−nµ(2) −mµ(1)で与えられるからである。[n, n]表現は実表現である。
基本表現の次に次元の大きな表現は [2,0] 表現である。この表現のウ

エイトを具体的に求める。基本表現 [1,0], [0,1] の最高ウエイト µ(1) =

(1/2,
√
3/6), µ(2) = (1/2,−

√
3/6) を用いて任意のウエイト [n,m] は

nµ(1) + mµ(2) で与えられ、また、ルート α(1) と α(2) のディンキンイン
デックスがそれぞれ [2,-1]と [-1,2]で与えられることに注意すると、

[2, 0]

↓ −α(1)

[0, 1]

−α(1) ↙ ↘ −α(2)

[−2, 2] [1,−1]
−α(2) ↘ ↙ −α(1)

[−1, 0]
↓ −α(2)

[0,−2] (6.71)

対応するウエイトは次のように与えられる。(
1,

√
3
3

)
(
1
2 ,−

√
3
6

)
(
0,−2

√
3

3

) (
0,

√
3
3

)
(
−1

2 ,−
√
3
6

)
(
−1,

√
3
3

)
(6.72)

これは 2µ(1)を最高ウエイトとする 6次元表現 6である。6のウエイト図
は次のようになる。同様にして、[0,2]表現は複素共役表現 6∗である。そ
の他の既約表現も同様に求めることができる。
先に述べたように、ルートは異なったウエイトを結び付ける。これらに

対応する演算子はカルタン標準形 (6.66)で与えられる。対応するルート
は図 6.6のように正 6角形をなし、カルタン部分代数は原点に位置する。
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-

6

t (1,
√
3/3)

t (1/2,-
√
3/6)

t (0,-2
√
3/3)

t(0,√3/3)

t(-1/2,-
√
3/6)

t(-1,
√
3/3)

図 6.5: SU(3)の 6表現のウエイト図。これは (6.72)のルートベクトルの
位置を表している。

-

6

H1

H2

t ti t
t

t

t

t
図 6.6: カルタン標準形 (6.66)に対応するルートベクトル。原点はカルタ
ン部分代数で、2重丸はそれが 2個あることを図示している。

SU(2)部分群

SU(3)には SU(2)部分群が１つ含まれているが、その選び方は一意では
ない。実際、リー代数 su(3)は次のような su(2)部分代数を含む。

SU(2) F1, F2, F3

SU(2)1 2F1, 2F4, 2F7

SU(2)2 2F1, 2F6, 2F5

SU(2)3 2F2, 2F4, 2F6

SU(2)4 2F2, 2F5, 2F7

SU(2)V F4, F5,
1

2
(F3 +

√
3F8)

SU(2)U F6, F7,
1

2
(−F3 + 3F8) (6.73)
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SU(3)の既約表現はその部分群に対しては既約とは限らない。例えば、
SU(3)の３次元表現 3は、SU(2)の変換に関しては２次元空間と１次元空
間の直和に分解される。従って、3を SU(2)の既約表現に分解すると

3 = 2⊕ 1 (6.74)

となる。これはウエイトを用いると次のように理解できる。(6.73)におけ
る SU(2)のカルタン部分代数は F3 であるから、F3 の固有値に着目する
と、3のウエイト (6.69)において、[1,0]と [0,-1]は SU(2)の 2次元表現の
ウエイトであり、[-1,1]は 1次元表現のウエイトである。
同様に、[2,0]表現を SU(2)部分群の既約表現に分解すれば次のように

なることが (6.72)から分かる。

6 = 3⊕ 2⊕ 1

3 : [2, 0], [1,−1], [0,−2]
2 : [0, 1], [−1, 0]
1 : [−2, 2] (6.75)

であることが分かる。
次に、SU(2)1を考える。この場合、SU(3)の 3次元表現 3は (6.43)から

わかるように、SU(2)1の変換の下でより小さな不変部分空間には分ける
ことができない。SU(2)1のカルタン部分代数として 2F7を選ぶと、この固
有値は 1,0,-1となり、SU(2)1の 3次元行列表現 {2F1, 2F4, 2F7} が最高ウ
エイトが j = 1の表現であることがわかる。この表現の次元は 2j +1 = 3

なので、SU(3)の 3はその部分群 SU(2)1の 3でもある。SU(3)の 6次元
表現 6について考えると、これは SU(3)の [2,0]表現であるから 2つの基
本表現 [1,0]の直積表現によって得られる。他方、これを部分群 SU(2)1の
観点からみると、2つの j = 1表現の直積表現のはずである。それを直和
表現に分解したときの最高ウエイトは j = 2、すなわち、5次元表現であ
る。従って、次の既約表現分解が得られる。

6 = 5⊕ 1 (6.76)

カシミア演算子

群の生成子の組み合わせから、群の変換に対して不変な演算子が構成で
きる時、それをカシミヤ (Casimir)演算子と呼ぶ。一般にランク rのコン
パクトな単純リー群には r個のカシミア演算子が存在する。SU(2)はラン
クが 1なので、カシミア演算子が 1個存在し、それは

J2 = J2
1 + J2

2 + J2
3 (6.77)
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で与えられる。
SU(3)はランクが 2なので、2個のカシミア演算子が存在する。そのう
ち 1つは

F 2 =
8∑

i=1

F 2
i (6.78)

で与えられる。この演算子がすべての Fi と可換なことは直接の計算によ
り確かめることができる。
もうひとつのカシミア演算子は Fiの３次式で与えられる。

F 3 =

8∑
i,j,k=1

dijkF
iF jFk (6.79)

ここで、dijkは (6.49)で定義された完全対称な量である。

6.1.3 既約表現への分解

リー群あるいはリー代数の既約表現は最高ウエイトによって一意に決ま
る。そのディンキン・インデックスを [m1,m2, · · · , · · · ,mr]とすると、こ
の表現は基本表現の直積、あるいは、テンソル積m1ρ1⊗m2ρ2⊗· · ·⊗mrρr

によって与えられる。ここでは、SU(3)の任意の既約表現を基本表現のテ
ンソル積を用いて具体的に構成する。
SU(3)の基本表現 3の基底ベクトルは (6.69)から∣∣∣1

2
,

√
3

6

⟩
=: e1,

∣∣∣0,−√3
3

⟩
=: e2,

∣∣∣− 1

2
,

√
3

6

⟩
=: e3 (6.80)

で与えられ、これらのベクトルの張る 3次元空間が 3の表現空間である。
この表現空間のベクトルは基底 eiを用いて、v = viei と展開できる。同
様に、3∗表現の基底ベクトルは (6.70)から∣∣∣1

2
,−
√
3

6

⟩
=: e1,

∣∣∣0, √3
3

⟩
=: e2,

∣∣∣− 1

2
,−
√
3

6

⟩
=: e3 (6.81)

で与えられる。
一般に、基本表現のテンソル積の基底ベクトルは

ei1···inj1···jm = ei1 · · · einej1 · · · ejm (6.82)

と表される。これらの張るmn次元のベクトル空間がこの直積表現の表現
空間である。これらの基底を用いることでこの空間のテンソル vは次の
ように展開できる。

v = vj1···jmi1···in ei1···inj1···jm (6.83)
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この表現は一般に既約ではない。
群の変換に対して基底は一般に次のように変換される。

e′i = U †j
i ej , e

′i = U i
je

j (U ∈ SU(3)) (6.84)

これに伴いテンソルの成分は次のように変換される。

v
′j1···jm
i1···in = U i1

k1
· · ·U in

kn
U †l1
j1
· · ·U †lm

jm
vl1···lmk1···kn (6.85)

この結果から、テンソルの係数がある表示で対称性を持っていると、その
対称性は別な表示でも保たれることが分かる。従って、特定の対称性を
持ったテンソルの張る空間は、群の変換に対する不変部分空間になってい
る。直積表現が既約でないということは、その表現空間が群の変換に対し
ていくつかの不変部分空間の直和になっていることを意味している。この
ことから、テンソル積の成分の対称性を考えることによって直積表現を既
約表現に分解することができる。

不変テンソル

3 次の完全反対称テンソル ϵijk は SU(3) の変換に対して不変である。
実際、

ϵijkU l
iU

m
j U

n
k = ϵlmn(detU) = ϵlmn (6.86)

同様にして、ϵijk および δij も SU(3)の変換に対して不変であることが分
かる。これらを不変テンソル (invariant tensor)という。
以下いくつかの具体例を考える。

直積空間 3⊗ 3の既約分解

直積空間のテンソル成分は vij = vivj (i, j = 1, 2, 3) である。これを添
え字の交換に対して対称な成分と反対称な成分に分ける。

vij = v(i,j) + v[i,j] (6.87)

ここで

v(i,j) =
1

2
(vij + vji), v[i,j] =

1

2
(vij − vji) (6.88)

v(i,j) は群の変換に対して対称な成分から対称な成分へと移るので、6次
元の不変部分空間を作る（対称な 3行 3列の行列は 6個の独立な成分を持
つ）。従って、v(i,j)は 6次元の不変部分空間を張り、SU(3)の既約表現 6
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の表現空間である。他方、v[i,j]は 3次元の不変部分空間のテンソル成分を
構成する。今、ϵijkを 3階の完全反対称テンソルとすると、vi = ϵijkv

[i,j]

は 3∗の変換性を持ち、3∗の表現空間のテンソルである。従って、次のよ
うな既約表現への分解が得られる。

3⊗ 3 = 6⊕ 3∗ (6.89)

直積空間 3⊗ 3∗の既約分解

この直積空間のテンソルは vij = vivj である。これは次のように分解で
きる。

vij =

(
vij −

1

3
δijv

k
k

)
+

1

3
δijv

k
k (6.90)

ここで右辺の第一項はトレースがゼロの行列であり、8個の自由度を持つ。
第二項は群の変換に対してスカラーとして振る舞う。よって、次の既約分
解が得られる。

3⊗ 3∗ = 8⊕ 1 (6.91)

6.1.4 ヤング図

ヤング図の書き方

以上の既約分解は、ヤング図を用いることによって簡便に求めることが
できる。ヤング図では表現ベクトル viに�を対応させ、同じ行に並んだ
数字はそれらの入れ替えに対して対称、同じ列に並んだ数字は反対称で
あると約束する。SU(3)の場合を考えると、4個以上の�が縦並びになる
ことはなく、また、3個の�が縦並びになるのは 1通りしか存在しないの
で、これは恒等表現に対応する。すなわち

1
2
3 =1

例として、2つのベクトルの直積 vivj のうち、対称テンソル v(i,j)には

1 2 1 3 2 3 1 1 2 2 3 3

が対応し、反対称テンソル v[i,j]には

1
2

1
3

2
3
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が対応する。
(6.91)から分かるように、(6.90)の右辺の第一項は 8次元表現 8に対応

している。この項は完全反対称テンソル ϵijkを用いて次のように表すこと
ができる。

uijk = ϵijl
(
vkl −

1

3
δkl v

m
m

)
(6.92)

この量は定義から分かるように、i, jについて反対称なので、ヤング図と

しては
i k
j が対応する。これは、次の 8種類ある。

1 1
2

1 2
2

1 3
2

1 1
3

1 2
3

1 3
3

2 2
3

2 3
3

一般に、[n,m]表現の表現空間のテンソル vi1···inj1···jmはn個の基本表現 [1,0]

のベクトル viとm個の基本表現 [0,1]のベクトル vj の直積によって得ら
れるから、上付きの添え字同士の交換、あるいは、下付き同士の交換にた
いして対称で、かつ、トレースレスの条件

δj1i1 v
i1···in
j1···jm = 0 (6.93)

を満たすものが既約表現である。もし、トレースがゼロでないとすると、
それは [n− 1,m− 1]表現に属するから既約性に反する。ϵijk を用いて下
付きの添え字をすべて上付き添え字に変えることができるから、既約な
[n,m]表現のテンソルは次のように書ける。

uk1l1···kmlmi1···in = ϵk1l1j1 · · · ϵkmlmjmvi1···inj1···jm (6.94)

ここで、定義により左辺の量は k1と l1, · · · , km と lmの交換に対しては
反対称、また、k1, · · · , km あるいは i1, · · · , in の間の交換に対しては対称
なので、次の図形に対応する。

k1 · · ·km i1 · · · in
l1 · · · lm

このとき 2重に数えるのを防ぐために、各行では左から右に数字が大きく
なるように番号をつけるものと約束する。すなわち、

k1 ≤ · · · ≤ km ≤ i1 ≤ · · · ≤ in, l1 ≤ · · · ≤ lm (6.95)

更に、左端の列において上から下に数字が大きくなるように (k1 < l1)配
列する。そのように配列された図をヤング図 (Young tableau)という。
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既約表現の次元

次に、ヤング図が与えられた時に、それに対応する既約表現の次元を
与える公式を導く。それは、[n,m]表現の独立なテンソル成分の数に等
しい。vi1···inj1···jm において、上付き添え字は 1,2,3を重複を許して、しかも、
(6.95)を満足しつつ並べたものなので、場合の数は n+2C2 である。同様
に、下付き添え字の並べ方はm+2C2通りある。トレースレスの条件 (6.93)

は m+1C2 × n+1C2個の関係式を与えるので、独立なテンソルの数は

D(m,n) = n+2C2 × m+2C2 − m+1C2 × n+1C2

=
1

2
(m+ 1)(n+ 1)(m+ n+ 2) (6.96)

となる。たとえば、[2,2]表現の次元はD(2, 2) = 27、[3,0]表現の次元は
D(3, 0) = 10である。

直積表現の既約表現の分解

ヤング図を用いると直積表現の既約表現の分解を図式的に行える。2つ
の既約表現AとBの直積表現A⊗B の既約表現への分解を考える。Bの
1行目の箱に a、2行目の箱に bというラベルをつける。その上で、次の
規則に従ってBをAにくっつける。

• B のヤング図の第 1行から aを 1個づつとり、それを Aにくっつ
ける。

• 次に、bを 1個づつとり、それをAにくっつける。

• くっついた図を右から左へ、上から下へ見た時、aの数は bの数を
下回ってはならない。

以下、いくつかの具体例を挙げよう。まず、

⊗ a = a ⊕ a から次の既約分解が得られる。

3⊗ 3 = 6⊗ 3∗ (6.97)

次に、 ⊗
a
b =

a
b ⊕

a
b より

3⊗ 3∗ = 8⊗ 1∗ (6.98)

が得られる。ここで、右辺の 8は (6.92)の下のヤング図の数からわかる。
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6.2 直交群

6.2.1 SO(3)

SO(3)は 3次元特殊直交群全体のなす群である。SO(3)の生成子 Tiが
満たす交換関係は

[Ti, Tj ] = iϵijkTk (i, j, k = 1, 2, 3) (6.99)

で与えられる。これは、SU(2)の交換関係 (6.1)と同じ形である。これは
2つの群 SO(3)と SU(2)の単位元近傍の構造が同じであることを意味し
ており、SO(3)と SU(2)は局所同型であるという。
SU(2)のリー代数 {J1, J2, J3}の随伴表現 ad(Ji) は構造定数によって与

えられることに注意すると ((3.65)参照)

{ad(Ji)}jk = iϵikj = (Ti)jk (6.100)

となる。これは SU(2)の随伴表現と同じである。従って、SU(2)の随伴表
現Ad(SU(2))は SU(2)から SO(3)の上への準同型写像である。

SU(2) ∼ Ad(SU(2)) = SO(3) (6.101)

SU(2)の中心Z = {1,−1}に対して、Ad(±1)=1なので、Zは準同型写像
SU(2)→Ad(SU(2))=SO(3)の核である。従って、準同型定理によりSO(3)

は SU(2)/Zに同型である。このことから、一般に SO(3)の元 hに対して、
Ad(±g) = hとなる SU(2)の元が 2個±g 存在する。定理 21より、SU(2)

は (6.99)の交換関係によって一意に決まる単純リー群であり、定理 22に
より、SU(2)は SO(3)の普遍被覆群になっている。SU(2)は SO(3)の 2

価表現 (double-valued representation, double cover)であるともいう。ま
た、SO(3)は 2重連結であるともいう。
以上の議論から、SU(2)の既約表現D2を用いて SO(3)のすべての既約

表現D3を得ることができる。実際、∀g ∈SU(2)に対して

D2(g) = D3(Ad(g)) (6.102)

は SU(2)の一つの表現である。これにより、SO(3)の任意の既約表現から
SU(2)の既約表現が得られる。しかし、SU(2)は SO(3)の double cover

なので、前者の既約表現から後者のそれが一意に得られるとは限らない。
一意に決まるためには、D2(−g) = D2(g)、すなわち、条件

D2(−1) = 1 (6.103)
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が満たされていることが必要かつ十分である。このことから、SU(2)の
既約表現から (6.103)を満たすものを選べば、それが SO(3)の既約表現で
ある。
さて、SU(2)の元

g(θ) = e
i
2
σ3θ = 1 cos

θ

2
+ iσ3 sin

θ

2
(6.104)

は g(2π) = −1を満たす。従って、最高ウエイト jの既約表現D
[j]
2 に対し

て θ = 2πを代入して、

D
[j]
2 (−1) = exp (2πiρ(H3))

=


e2πij 0 · · · 0

0 e2πi(j−1)
...

...
. . . 0

0 · · · 0 e−2πij

 (6.105)

が得られる。SU(2)の既約表現の最高ウエイトは j = 0, 1/2, 1, 3/2, · · · で
あるから、条件 (6.105)を満たす SU(2)の表現の最高ウエイトは整数でな
ければならない。こうして、SU(2)の既約表現の中から、最高ウエイトが
整数の部分をとりだすことによって SO(3)の既約表現が得られる。

D
[m]
3 (h) = D

[m]
2 (±g), g ∈ SU(2), m = 0, 1, 2, · · ·

h = Ad(±g) ∈ SO(3) (6.106)

SU(2)の表現のうちで、最高ウエイトが半整数のもの (j = 1/2, 3/2, · · · )
は、同一の h ∈SO(3)に対して、2つの表現±D[j]

2 (g) が対応するので、こ
れを SO(3)の 2価表現、あるいは、スピノル表現という。しかし、これは
普通の意味での SO(3)の表現という意味ではなく、その普遍被覆群であ
る SU(2)の表現であることに注意しよう。

スピン群

一般に、SO(n) は単連結ではなく、その普遍被覆群はスピン群 (spin

group)とよばれ、Spin(n)と書く。SO(3)の普遍被覆群は SU(2)なので、
Spin(3)=SU(2) である。準同型写像 Spin(n)→SO(n) の核はZ2で、準同
型定理により

Spin(n)/Z2
∼= SO(n) (6.107)
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SO(n)の中心は

SO(n)の中心 =


Z2 ⊗ Z2 if n = 4m

Z4 if n = 4m+ 2

Z2 if n = 4m± 1

(6.108)

SO(n)のすべての元と可換で、かつ、deth=1を満たす元 hは、シュ―
アのレンマ (定理 10)により h = a1であるが、deth=1より、a = ±1で
ある。よって、nが奇数のときは h = 1、偶数のときは h = ±1である。
スピン群 Spin(n)と SO(n)の同型関係は次の通りである。

Spin(3) ∼= SU(2) (6.109)

Spin(3)/Z2
∼= SO(3) (6.110)

Spin(4) ∼= SU(2)⊗ SU(2) (6.111)

Spin(4)/Z2
∼= SO(4) (6.112)

Spin(4)/Z2 ⊗ Z2
∼= SO(3)⊗ SO(3) (6.113)

Spin(5)/Z2
∼= SO(5) (6.114)

Spin(6) ∼= SU(4) (6.115)

Spin(6)/Z2
∼= SO(6) (6.116)

Spin(6)/Z4
∼= SO(6)/Z2 (6.117)

Spin(2m+ 1)/Z2
∼= SO(2m+ 1) (6.118)

Spin(4m)/Z2
∼= SO(4m)/Z2 (6.119)

Spin(4m)/Z2 ⊗ Z2
∼= SO(4m)/Z2 (6.120)

Spin(4m+ 2)/Z2
∼= SO(4m+ 2) (6.121)

Spin(4m+ 2)/Z4
∼= SO(4m+ 2)/Z2 (6.122)

6.2.2 SO(N)

N次元直交群SO(N)のリー代数は、N次元実交代行列Mの全体で与え
られる。Mは一般にNC2 = N(N−1)/2個の実数のパラメータ tab = −tba

(a, b = 1, · · · , N)を用いて次のように表される。

M =
∑
a>b

Xabt
ab (6.123)

(Xab)jk = δajδbk − δbjδak (6.124)

これから SO(N)の生成元 Tab = −iXab は次の交換関係に従うことが分
かる。

[Tab, Tcd] = −i(δbcTad − δacTbd − δbdTac + δadTbc) (6.125)
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Tabのうち、互いに可換なものはカルタン部分代数を構成する。その元と
して次のものをとる。

Hl = T2l−1,2l (l = 1, 2, · · · , [N/2]) (6.126)

ここで、[N/2]はN/2を超えない最大の整数である。
カルタン部分代数の任意の元Hiと任意の元 Tabとの交換関係を (6.125)

を用いて計算すると

[Hi, T2j−1,2k−1] = i(δijT2j,2k−1 + δikT2j−1,2k) (6.127)

[Hi, T2j,2k−1] = i(−δijT2j−1,2k−1 + δikT2j,2k) (6.128)

[Hi, T2j−1,2k] = i(δijT2j,2k − δikT2j−1,2k−1) (6.129)

[Hi, T2j,2k] = i(−δijT2i−1,2k − δikT2j,2k−1) (6.130)

が得られる。これらを組み合わせることにより

[Hi, E±α] = ±αiE±α (6.131)

を満足する生成子Eαとルート αを求めることができる。

6.2.3 クリフォード代数

クリフォード代数は、スピノル表現の別な表し方を与える。SO(N)は
座標 x1, · · · , xN に対する直交変換であり、2次形式 x21 + · · ·+ x2N を不変
にする。今、この 2次形式を 1次形式の自乗の形に書くことを考える。

x21 + · · ·+ x2N = (γ1x1 + · · ·+ γNxN )2 (6.132)

これを満足する係数 γiは c-数では存在できず、次のような反交換関係を
満足する必要がある。

{γi, γj} = 2δij (6.133)

この条件を満足する行列全体のなす代数をクリフォード代数 (Clifford al-

gebra)という。1次形式 γixi (iについては和をとるものとする)は、xiと
γiの同時直交変換に対して不変である。すなわち、

x′i = Oikxk, γ
′
i = Oikγk (6.134)
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に対して

γ′ix
′
i = OikγkOilxl = δklγkxl = γixi (6.135)

が成立する。また、この時反交換関係 (6.133)が保たれることも容易に示
すことができる。
反交換関係を満足する γ行列の全体 {γi}は一つのベクトル空間を張っ

ているので、変換後の γ行列 γ′iは元の γ行列と相似変換で関係づけられ
ているはずである。これは、

A′ψ′ := S(Aψ) = (SAS−1)(Sψ) (6.136)

で、Aを γi、|ψ⟩を状態ベクトル ψaとみると理解しやすいだろう。すな
わち、

γ′i = S(O)γiS
−1 (6.137)

ψ′
a = S(O)abψb (6.138)

このように変換される状態ベクトル ψaをスピノルとよぶ。Oとして微小
回転

Oij = δij + ϵij , ϵij = −ϵji (6.139)

をとり、ϵij を微小量だと考えて S(O)を展開すると

S(O) = 1 + iTijϵij (6.140)

これが (6.137)-(6.139)とコンシステントであるための条件を調べるため
にまず、(6.139)を (6.137)に代入すると

γ′i = γi + ϵikγk (6.141)

次に、(6.140)を (6.137)に代入すると

γ′i = (1 + iTjkϵjk)γi(1− iTjkϵjk)
= γi + i[Tjk, γi]ϵjk (6.142)

(6.141)と (6.142)の右辺が一致するためには次の条件が成立すればよいこ
とを直接確かめることができる ((6.143)を (6.142)に代入すれば (6.141)

が得られる)。

[Tij , γk] = −i(γiδjk − γjδik) (6.143)
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この条件を満たす Tij は次のように与えられることが分かる。

Tij =
1

4i
[γi, γj ] =:

1

2
σij (6.144)

実際、(6.144)を (6.143)へ代入して公式

[AB,C] = A{B,C} − {C,A}B (6.145)

を用いる。

[AB −BA,C] = A{B,C} − {C,A}B −B{A,C}+ {B,C}A (6.146)

なので、反交換関係が c-数の時は

[[A,B], C] = 2(A{B,C} − {C,A}B) (6.147)

であることに注意すると

[Tij , γk] =
1

2i
[γiγj , γk]

=
1

i
(γiδjk − γjδik) (6.148)

となり、(6.143)が成立することが分かる。この Tij は SO(N)の交換関係
(6.125)を満足するので、Tij は SO(N)のリー代数であり、以下に示すよ
うに Spin(N)のスピノル表現になっている。すなわち、上記のO → S(O)

の対応によってスピン群 Spin(N)のスピノル表現が得られる。
クリフォード代数のすべての独立な基底は γ行列の積から与えられる。

γi1···ir = γi1 · · · γir (1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ N) (6.149)

各 rに対して NCr 個の独立な基底が存在する。従って、クリフォード代
数の次元は

N∑
r=0

NCr = 2N (6.150)

である。特に、N が偶数N = 2nの時 γ行列は 2n× 2n行列であり、スピ
ノル ψは 2n次元ベクトル空間を張る。これをスピノル空間という。
γ行列は n個のパウリ行列のテンソル積として次のように表すことがで
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きる。

γ1 = σ12σ
2
3 · · ·σn3

γ2 = −σ11σ23 · · ·σn3
γ3 = σ10σ

2
2σ

3
3 · · ·σn3

γ4 = −σ10σ21σ33 · · ·σn3
· · ·

γ2n−1 = σ10 · · ·σn−1
0 σn2

γ2n = −σ10 · · ·σn−1
0 σn1 (6.151)

ここで、σ0は 2行 2列の単位行列である。さらに、

γ2n+1 = (−i)nγ1γ2 · · · γ2n = σ13σ
2
3 · · ·σn3 (6.152)

を導入する。γ2n+1は他のすべての γ行列と反可換でかつ γ22n+1 = 1が成
立する。（このことから γ2n+1の固有値は±1であることに注意せよ。）ゆ
えに、

{γi, γj} = 2δij (i, j = 1, 2, · · · , 2n+ 1) (6.153)

SO(2n)のリー代数は、2n個の γ 行列 (6.152)から計算される (6.144)

の Tij によって与えられる。しかし、その 2n次元の表現空間は既約では
ない。実際、この表現は γ2n+1の固有値±1によって 2つの 2n−1次元の
既約表現へと分解される。そこで、γ2n+1 = 1に対応する既約なスピノル
表現を ρn、γ2n+1 = −1に対応するスピノル表現を ρn−1と書こう。
SO(2n+ 1)のリー代数は、γ2n+1までを含めた 2n+ 1個の γ行列を用

いて計算された Tij がリー代数をなす。その表現空間の次元は 2nであり、
SO(2n+ 1)のスピノル表現を構成する。

SU(n)の生成元の構成

γ行列を用いることで、SU(n)の生成元を次のように構成することがで
きる。まず、

Ai =
1

2
(γ2i−1 − iγ2i) (i = 1, · · · , n) (6.154)

このAiは

{Ai, Aj} = {A†
i , A

†
j} = 0, {Ai, A

†
j} = δij (6.155)

更に、トレースレスな n行 n列のエルミート行列 Taに対して

Ta =
∑
i,j

A†
i (Ta)ijAj (6.156)

を定義すると、Taは SU(n)の生成元となる。
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6.2.4 角運動量

粒子の座標ベクトル rを単位ベクトル n̂の周りに角度 δθだけ回転させ
る無限小回転R(δθ)を考える。ここで δθ = n̂δθである。このとき、回転
した後のベクトル r′は元のベクトル rと次の関係で結ばれている。

r′ = Rr = r+ δθ × r (6.157)

この粒子の波動関数を ψ(r)、回転した後の波動関数を ψ′(r′)とすると、r

と r′が (6.157)で結ばれている限り、これら二つの波動関数は粒子の同じ
状態を表しているのだから等しくなければならない。

ψ′(r′) = ψ(r) (6.158)

これから

ψ′(r) = ψ(R−1r)

= ψ(r− δθ × r)

= ψ(r)− (δθ × r) · ∇ψ(r)

=

(
1− i

~
δθ · L

)
ψ(r) (6.159)

ここで、L := r × pは軌道角運動量演算子である。これから有限の角度
の回転に対する変換は

U(θ) = exp

(
− i
~
θ · L

)
(6.160)

で与えられることが分かる。
以上の議論から、SO(3)のリー代数は {Lx, Ly, Lz}/~で与えられ、表現
空間は波動関数の全体であることが分かる。特に、Lz をカルタン部分代
数に取れば、SO(3)の既約表現は軌道角運動量の固有関数 |l,m⟩で与えら
れ、lは最高ウエイト、磁気量子数mがウエイトになっている。

Lz|l,m⟩ = m|l,m⟩ (m = l, l − 1, · · · ,−l) (6.161)

ここで、θが 2πの整数のとき U = 1でなければならないので、lは 0以
上の整数でなければならない。

l = 0, 1, 2, · · · (6.162)

カシミア演算子 L2 = L2
x + L2

y + L2
z の固有値は

L2|l,m⟩ = l(l + 1)~2|l,m⟩ (6.163)
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で与えられる。
さて、量子力学における角運動量 Jは一般には交換関係

[Ji, Jj ] = i~ϵijkJk (6.164)

を満たす線形演算子として定義される。これは一般に SO(3)の単連結な
普遍被覆群 Spin(3)=SU(2) を一意に与える。SU(2)は SO(3)を含み、か
つ、それ以外のスピノル表現（SO(3)もスピノル表現である）も含んで
いる。そこで、Jを全角運動量、S := J − L をスピン角運動量を定義す
る。スピン角運動量は軌道角運動量とは独立な量であり、演算子は交換し
([Si, Lj ] = 0)、

[Si, Sj ] = i~ϵijkSk (6.165)

を満足する。Si/~は SU(2)のリー代数なので、スピン角運動量の固有状
態は SU(2)の既約表現によって与えられる。Sz をカルタン部分代数、既
約表現は最高ウエイトを sとウエイト sz によって一意にきまる。

Sz|s, sz⟩ = sz~|s, sz⟩ (sz = s, s− 1, · · · ,−s) (6.166)

ここで、s と−sとの差は整数でなければならないので

s = 0,
1

2
, 1,

3

2
, · · · (6.167)

全角運動量 Ji = Li + Siの固有状態は、軌道角運動量とスピン角運動
量の固有状態の直積状態を用いて構成することができる。その時の係数が
Sec. 6.1.1で述べたクレプシューゴルダン係数である。

|l,m⟩|s, sz⟩ =
l+s∑

j=|l−s|

⟨j,m+ sz|l,m; s, sz⟩|j,m+ sz⟩ (6.168)

6.2.5 水素原子の隠れた対称性: SO(4)

水素原子のハミルトニアン

H =
p2

2m
− e2

4πϵ0r
(6.169)

は空間回転に対して不変であるので、空間回転の生成子である軌道角運
動朗演算子 Li (i = 1, 2, 3)はHと可換である。異なった Liは互いに交換
しないので、その中の一つ、たとえば L3 と H は同時固有値を持つ。こ
のことは、L3 の固有値 mに対してエネルギーが縮退していることを意
味している。ところが、水素原子の場合は、それに加えて、全角運動量
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l = 0, 1, · · · , lmax = n − 1 (nは主量子数)に対してもエネルギーが縮退
していることが知られている。この縮退はしばしば偶然縮退 (accidental

degeneracy)と呼ばれている。　磁場をかけると磁気量子数mに関する縮
退は解け、固有エネルギーは nとmに依存するようになる。しかし、lに
関する縮退は依然として解けない。実は、lに関する縮退は、ルンゲーレ
ンツベクトル (Runge-Lenz vector)という保存量が存在することに起因し
ている。

R =
L× p− p× L

2m
+

e2

4πϵ0r
r. (6.170)

この保存則は、クーロンポテンシャルが 1/rに比例するという力の法則に
起源があるので、力学的対称性 (dynamical symmetry)と呼ばれる。ルン
ゲーレンツベクトルを成分で書くと次のようになる。

Ri =
1

2m
ϵijkLjpk +

e2

4πϵ0r
xi (6.171)

ルンゲーレンツベクトルが保存することは、RiがHと交換することか
ら示すことができる。これは次の交換関係を用いて示せる。

[Li, xj ] = i~ϵijkxk (6.172)

[Li, pj ] = ~ϵijkpk (6.173)

[
Li,

1

r

]
= i~

xi
r3

(6.174)

これらを用いると[
1

r
,Ri

]
= − i~

2m

[(
pi
1

r
+

1

r
pi

)
− 1

r3
(pkxkxi − xixkpk)

]
(6.175)

[
p2i , Ri

]
= −i~

[(
pi
1

r
+

1

r
pi

)
− 1

r3
(pkxkxi − xixkpk)

]
(6.176)

が示せる。これらから

[H,Ri] = 0 (6.177)

であることが分かる。
次に、Riによって生成される群の性質を調べよう。生成子の交換関係は

[Ri, Rj ] = −
2i~
2m

ϵijkLkH, (6.178)
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[Li, Rj ] = −i~ϵijkRk (6.179)

HはLiおよびRiと可換なので同時対角化可能である。従って、以下の議
論ではある特定のエネルギー固有値Eに対して考える。この時、(6.178)

より

Ai :=

√
− m

2E
Ri (6.180)

を定義すると、

[Li, Lj ] = i~ϵijkLk, [Li, Aj ] = i~ϵijkAk, [Ai, Aj ] = i~ϵijkLk (6.181)

ここで、

Mi :=
Li +Ai

2
, Ni :=

Li −Ai

2
(6.182)

を導入すると (6.181)は次のように書き換えられる。

[Mi,Mj ] = i~ϵijkMk, [Ni, Nj ] = i~ϵijkNk, [Mi, Nj ] = 0 (6.183)

こうして、{M1,M2,M3} と {N1, N2, N3}はそれぞれ閉じたリー代数を
構成することが分かる。それゆえ、水素原子の各エネルギー固有状態は
SU(2)⊗SU(2)の変換に対して不変である。SU(2)⊗SU(2)は SO(4)に局所
同型であり、空間の回転群 SO(3)はその部分群である。実際、SO(4)の 6

個の生成子を次のように定義することができる。

Lij =
1

~
ϵijkLk (i, j, k = 1, 2, 3) (6.184)

L4i =
1

~
Ai (i = 1, 2, 3) (6.185)

さて、(6.183)より、M2,M3, N
2, N3の固有値は直ちに分かる。

M2 = ~2a(a+ 1) (a = 0, 1/2, 1, 3/2, · · · )
M3 = ~µ (µ = a, a− 1, · · · ,−a) (6.186)

N2 = ~2b(b+ 1) (b = 0, 1/2, 1, 3/2, · · · )
N3 = ~ν (ν = a, a− 1, · · · ,−a) (6.187)

ここで

R · L = L ·R = 0 (6.188)
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なので

M2 = N2 =
1

4
(L2 +A2) (6.189)

が示せる。これから、固有状態の量子数は a = bでなければならない。
また、

A2 = − m

2E
R2 = −(L2 + ~2)− m

2E

(
e2

4πϵ0

)2

(6.190)

なので

1

4
(L2 +A2) = −1

4

[
~2 − m

2E

(
e2

4πϵ0

)2
]
= ~2a(a+ 1) (6.191)

が示せる。これからエネルギー固有値は

E = − m

2~2n2

(
e2

4πϵ0

)2

(6.192)

と決まる。ここで、n := 2a+1 = 1, 2, · · · は主量子数である。このように、
水素原子の主量子数を決める aは (6.182)からわかるように SU(2)⊗SU(2)

の既約表現の最高ウエイトであり、表現の次元は (2a+ 1)2 = n2である。
一方、軌道角運動量は

Li =Mi +Ni (6.193)

なので、Lは 2つの SU(2)“角運動量” MとNの合成角運動量であること
が分かる。従って、lのとりうる値は |a − b| ≤ l ≤ a + b であり、かつ、
a = b なので l = 0, 1, · · · , 2a = n− 1である。
ベクトル量 N = (Nx, Ny, Nz) に対応する球テンソル演算子

N±1
1 = ∓Nx ± iNy√

2
, N0

1 = Nz. (6.194)

を導入しよう。N1
1 はHと交換する ([H,N1

1 ] = 0)ので、N1
1 を状態 |n, l, l⟩

に作用させると、同じエネルギーを持つ別の状態が生じる。球テンソル
N1

1 は角運動量と磁気量子数をそれぞれ 1個ずつ増加させる役割を果たす
ので、

N1
1 |n, l, l⟩ = c|n, l + 1, l + 1⟩ (6.195)

が得られる。こうして、N1
1 を次々と作用させていくことで、同じ nを持

つ異なった l の最高ウエイトを持った状態 |n, l + k, l + k⟩ を得ることが
でき、この状態に今度は L− を作用させることによって、与えられた lに
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対して異なったウエイト m を持った状態が得られる。与えられた nに対
して、そのようにして得られる状態の総数は

n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2 (6.196)

である。

6.3 ローレンツ群

6.3.1 特殊相対性理論

特殊相対性理論は、物理法則がすべての慣性系で同じ形をとるという特
殊相対性原理と、真空中の光速 cがどの慣性系からみても一定であるとい
う光速度不変の原理から構成される。今、ある慣性系 Kの座標原点から
時刻 t = 0に発せられた光の時刻 tでの座標を (x, y, z)とすると、

c2t2 − x2 − y2 − z2 = 0 (6.197)

が成立する。いま、Kに対して速度 vで運動している別な慣性系K’を考
える。時刻 t = t′ = 0で 2つの慣性系の座標が一致していると仮定しよ
う。この時、光速度不変の原理により、K’から見ても光速は一定 cであ
るので

c2t
′2 − x′2 − y′2 − z′2 = 0 (6.198)

が成立する。一般に (6.198)が成立すれば (6.197)が成立しなければなら
ない。そのような関係式のうちでもっとも簡単なものは、

c2t2 − x2 − y2 − z2 = κ(v)(c2t
′2 − x′2 − y′2 − z′2) (6.199)

空間が等方的であれば κ(v) = κ(v)である。さらに、KがK’に対して速
度 vで運動している場合を考えると、

c2t
′2 − x′2 − y′2 − z′2 = κ(v)(c2t2 − x2 − y2 − z2) (6.200)

が成立しなければならない。それゆえ、κ(v) = 1であることがわかる。結
局、2つの慣性系の間では c2t2−x2− y2− z2が不変であることがわかる。
そこで

x0 := ct, x1 := x, x2 := y, x3 := z (6.201)
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とおくと、2つの慣性系の間で

c2t2 − x2 − y2 − z2 =一定 (6.202)

特に、K’系が K系に対して x軸方向に速度 v で運動している時、y =

y′, z = z′なので、

(x0)2 − (x1)2 = (x
′0)2 − (x

′1)2 (6.203)

この関係式を満たすローレンツ変換は次の通りである。

x
′0 =

x0 − βx1√
1− β2

, x
′1 =

x1 − βx0√
1− β2

(6.204)

ここで β := v/cである。(6.204)から速度ベクトルの成分をui := cdxi/dx0

と定義すると

u′x =
ux − v
1− v

c2
ux
, u′y = uy, u

′
z = uz (6.205)

更に、運動量ベクトル pとエネルギーEを

p :=
mu√
1− β2

, E :=
mc2√
1− β2

(6.206)

と定義すると、

E′ =
E − vpx√
1− β2

, p′x =
px − v

c2
E√

1− β2
(6.207)

となる。こうして、(E/c, px, py, pz) が (ct, x, y, z)と同じ変換をすること
がわかる。

6.3.2 ローレンツ群の性質

時空点が座標 (x0, x1, x2, x3)で与えられる空間をミンコフスキー空間と
いう。ミンコフスキー空間の内積は (3.15)で与えれれ、計量テンソルは
(3.17)で与えられる。これを用いると、(6.202)の関係式は次のように書
ける。

gµνx
µxν = xµxµ =: ⟨x, x⟩ =一定 (6.208)

3.1.4節で述べたように、内積 (6.205)を不変にする変換の全体はローレン
ツ群O(3,1)をなす。ミンコフスキー計量における内積を不変にする変換
群は (3.19):

AT gA = g (6.209)



6.3. ローレンツ群 129

を満たす正則行列の全体からなる。ミンコフスキー計量における内積は正
定値ではなく、その正負によってミンコフスキー空間のベクトルは次のよ
うに分類される。

⟨x, x⟩ > 0 時間的 (time− like)
⟨x, x⟩ < 0 空間的 (space− like)
⟨x, x⟩ = 0 光的 (light− like) (6.210)

ローレンツ群の元は式 (6.209)を満たす正則行列 Aである。(6.209)の
行列式をとると

(detA)2 = 1 (6.211)

が得られる。従って、ローレンツ変換は次の 2つのタイプの大別できる。

L+ : {A;AT gA = g, detA = 1}
L− : {A;AT gA = g, detA = −1} (6.212)

ここで、L+は特殊ローレンツ群 SO(3,1)である。(6.209)を行列成分で書
くと

Aαµg
αβAβν = gµν (6.213)

であるが、gαβ が対角成分しかゼロでないので

A0µA0ν −
3∑

i=1

AiµAiν = gµν (6.214)

µ = ν = 0とおくと、

(A00)
2 −

3∑
i=1

(Ai0)
2 = 1 (6.215)

これから、A00 ≥ 1かA00 ≤ −1であることが分かる。前者は時間の順序
を入れ替えないので順時的ローレンツ変換と呼ばれる。この分類を加える
と、ローレンツ変換は次の 4種類に分類できる。

L
(+)
+ : {A;AT gA = g, detA = 1, A00 ≥ 1}

L
(−)
− : {A;AT gA = g, detA = −1, A00 ≤ −1}

L
(+)
− : {A;AT gA = g, detA = −1, A00 ≥ 1}

L
(−)
+ : {A;AT gA = g, detA = 1, A00 ≤ −1} (6.216)

これら 4種類のローレンツ変換は、SO(3,1)の連続変換によって互いに移
り変わることのない連結部分になっている。特に、L(+)

+ は単位元を含む
SO(3,1)の不変部分群であり、固有ローレンツ群と呼ばれる。
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6.3.3 ローレンツ群のリー代数

ローレンツ群のリー代数を構成する行列M はは (6.209)において微小
変換A = 1 +M を考えることにより得られる。すなわち、

MT g + gM = 0 (6.217)

この式は行列の 16成分に 10個の条件を与えるので、独立な成分の数は
6個のとある。そこで、(6.217)を満たすものとして次の 6個の行列を選
ぼう。

M12 =


0 0 0 0

0 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

 , M23 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

 ,

M31 =


0 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 0 0

0 1 0 0

 , M01 =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,

M02 =


0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

 , M03 =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

 , (6.218)

他の成分はMµν = −Mνµで定義される。ここで、M12,M23,M31は空間
の回転、M01,M02,M03は時空の回転の生成子である。後者の行列要素の
符号が前者と異なるのは、ミンコフスキー計量の符号の違いによる。
(6.217)を満たす任意の行列M は (6.218)のMµν を用いて次のように
表される。

M = 1 +
1

2

∑
µ,ν

ωµνMµν , ωµν = −ωνµ (6.219)

{M12,M23,M31}は時間成分を無視すると 3次元直交群O(3)のリー代数
となっていることが分かる。従って、O(3)群はO(3,1)群の部分群である。
Mij (i, j = 1, 2, 3) は i, j軸の張る平面内の回転の生成子となっている。
O(3,1)のリー代数Mµν は次の交換関係を満足する。

[Mµν ,Mρσ] = gµρMνσ + gνσMµρ − gνρMµσ − gµσMνρ (6.220)

この交換関係を見通しのよいものにするために、次のように時間部分を含
む生成子と含まない生成子に分ける。

M1 = −M23, M2 = −M31, M3 = −M12

N1 =M01, N2 =M02, N3 =M03 (6.221)
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これらを用いると、(6.220)は次のように書ける。

[Mi,Mj ] =
∑
k

ϵijkMk (6.222)

[Ni, Nj ] = −
∑
k

ϵijkMk (6.223)

[Mi, Nj ] =
∑
k

ϵijkNk (6.224)

(6.223)は直交する方向へ 2つのローレンツ変換を行うことは空間の回転
に等価であることを示している。
ローレンツ群のリー代数（すなわち、O(3,1)群のリー代数）は SL(2,C)

のリー代数に等しい。SL(2,C)は行列式が 1の 2行 2列複素行列全体のな
す群である。そのリー代数はトレースがゼロの 2行 2列複素行列であるの
で、独立な成分の数は 6個である。そのようなリー代数の元はパウリ行列
を用いて次のように構成できる。

M1 = −
i

2
σ1, M2 = −

i

2
σ2, M3 = −

i

2
σ3,

N1 = −
1

2
σ1, N2 = −

1

2
σ2, N3 = −

1

2
σ3. (6.225)

実際、これらは (6.222)-(6.224)の交換関係を満足する。このようにロー
レンツ群のリー代数と SL(2,C)のリー代数は同型であるからローレンツ
群と SL(2,C)の間には準同型対応がある。これを確かめるために、2行 2

列のエルミート行列H の全体を考える。H の独立な行列成分の数は 4な
ので、パウリ行列を用いて次のように表せる。

H(x) =

3∑
µ=0

xµσµ = x0σ0 − x1σ1 − x2σ2 − x3σ3 (6.226)

ここで、σ0は 2行 2列の単位行列、σµ =
∑

n g
µνσν である。(6.226)によ

りミンコフスキー空間のベクトル xµとエルミート行列Hの間に 1対 1の
関係が成立する。また、

detH = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 := ⟨x, x⟩ (6.227)

であることに注意しよう。H の行列式は xの内積を与える。
ここで行列H を SL(2,C)の変換 aで

H ′ = aHa† (6.228)

のように変換すれば、H ′もまた明らかにエルミートであるので、4次元
ベクトル x

′µをもちいて

H ′ =
∑
µ

x
′µσµ (6.229)
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と表すことができる。deta=1なので、detH ′=detHである。従って、⟨x′, x′⟩ =
⟨x, x⟩となる。従って、xから x′への変換

x
′µ =

∑
ν

Aµ
νx

ν (6.230)

はローレンツ変換であることが分かる。
ローレンツ変換Aと SL(2,C)の行列 aとの関係は

Aµ
ν =

1

2
Tr(ρµaσνa

†), ρµ = (σ0,−σ1,−σ2,−σ3) (6.231)

で与えられる。実際、Tr(σµρν) = 2gµν であるから (6.229)、(6.230)より∑
µ

gµκx
′ν =

1

2

∑
ν

Tr(ρκaσνa
†)xν (6.232)

であることを示すことができる。これから (6.231)が成立することが分か
る。特に、µ = ν = 0 とおくと

A00 =
1

2
Tr(aa†) ≥ 1 (6.233)

が得られる。実際、M = aa†とおくと、M はエルミートで detM=1であ
るので、パウリ行列を用いて

M = m0σ0 +m1σ1 +m2σ2 +m3σ3

=

(
m0 +m3 m1 + im2

m1 − im2 m0 −m3

)
(6.234)

となる。detM=1なので

m2
0 −m2

1 −m2
2 −m2

3 = 1 (6.235)

であり、それゆえTr(aa†) = 2m0 ≥ 2であることが分かる。従って、(6.230)
のローレンツ変換は順時的である。さらに、(6.231)において a→ 1なる
極限をとると Aµ

ν → (1/2)Tr(ρµσν) = δµν となるので、このローレンツ変
換は L

(+)
+ すなわち、固有ローレンツ群に属する。

∀a ∈SL(2,C)ならば、−a ∈SL(2,C)なので、あるローレンツ変換Aに
は±a が対応している。従って、SL(2,C)から固有ローレンツ群 L

(+)
+ へ

の対応は 2：1の準同型写像である。準同型定理により

SL(2,C)/Z2
∼= L

(+)
+ (6.236)

SL(2,C)は固有ローレンツ群の普遍被覆群である。前者の部分群 SU(2)と
後者の部分群 SO(3)との間にも同様の関係

SU(2)/Z2
∼= SO(3) (6.237)
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が成立する。
SL(2,C)の変換aとして特に行列式が1のユニタリ行列をとると、(6.230)

はSO(3)となる。実際、(6.231)においてaがユニタリ行列ならばa† = a−1

なので、ρ0 = 1となり、A0
0 = 1, A0

i = Ai
0 = 0。そこで、

3∑
µ=0

(σµ)ab(σµ)cd = 2δadδbc (6.238)

から

3∑
µ=0

Ai
µ(A

T )µj = δij (6.239)

が成立するので、Ai
jは直交行列である。detAは微小変換a = 1+i

∑3
k=1 ϵkσk

について調べれば十分である。この時、

Ai
j =

1

2
Tr(ρiaσja

−1) = δij + σkϵijkϵk (6.240)

となり、detA = 1が確かめれらる。

6.3.4 ローレンツ群の表現

ローレンツ群のリー代数 (6.225)に一意的に対応する群は普遍被覆群
SL(2,C)である。それゆえ、リー代数の表現は SL(2,C)の表現も与える。
まず、リー代数の 1次結合

Ji =
i

2
(Mi + iNi), Ki =

i

2
(Mi −Ni) (6.241)

を用いて (6.225)を書き換えると、

[Ji, Jj ] = i
∑
k

ϵijkJk

[Ki,Kj ] = i
∑
k

ϵijkKk

[Ji,Kj ] = 0 (6.242)

これはSU(2)⊗SU(2)の交換関係であり、SU(2)の表現を利用してSL(2,C)

の表現が構成できることが分かる。6.1.1節で議論したようにSU(2)の表現
は、Ji,Kiを生成子として構成されるので、SL(2,C)の表現は一般にD(j, k)

(j, k = 0, 1/2, 1, 3/2, · · · ) と表され、表現の次元は (2j + 1)(2k + 1)であ
る。SL(2,C)と固有ローレンツ群L

(+)
+ との対応は、j+ kが整数のときは

1:1、半整数のときは 2:1で 2価表現と呼ばれる。従って、固有ローレン
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ツ群の表現は SL(2,C)の表現の中で j+ kが整数のものを選び出すことに
よって得られる。
(6.241)を逆に解くと

Mi = −i(Ji +Ki), Ni = Ki − Ji (6.243)

なので群の表現がユニタリであるためにはリー代数の表現がエルミート
である必要がある。Ji,Kiはエルミート行列なのでそれらから構成される
SU(2)群はユニタリである。しかし、Miは反エルミート、Niはエルミー
トなので SL(2,C)の表現は一般にはユニタリとは限らない。その理由は
ローレンツ群や SL(2,C)がコンパクト群ではないためである2。
SL(2,C)の基本表現はD(1/2, 0)とD(0, 1/2)である。これらの表現で
のリー代数は

D

(
1

2
, 0

)
:Mi = −

i

2
σi, Ni = −

1

2
σi

D

(
0,

1

2

)
:Mi = −

i

2
σi, Ni =

1

2
σi (6.244)

である。表現D(1/2, 0)の下で変換する ξを 2成分スピノルとよび、表現
D(0, 1/2)の下で変換する ηを共役スピノル (conjugate spinor)。(6.224)

から分かるように、Miによって生成される空間回転の下では ξも ηも同
じ変換をするが、Niによって生成される微小ローレンツ変換の下では ξ, η

は次のように変換される。

ξ → ξ′ =

(
1 +

1

2
ϵσi

)
ξ

η → η′ =

(
1− 1

2
ϵσi

)
η (6.245)

と変換する。従って、ξ†ξはスカラーではない。これはD(1/2, 0)がユニ
タリ表現ではないからである。これに対して、D(0, 1/2)のスピノル ηを
用いた組み合わせ ξ†ηはローレンツ不変な量である。それゆえ、ローレン
ツ変換の下で不変な量を構成する際には、2つの表現D(1/2, 0), D(0, 1/2)

の直和を考えて、4成分スピノル (ξ, η)を導入することが便利である。

6.3.5 ディラック代数

ミンコフスキー空間に導入されるクリフォード代数をディラック代数と
呼ぶ。ローレンツ変換で不変に保たれる 2次形式を、1次形式の自乗の形

2コンパクト群は定理 23により常にユニタリ表現が可能である。ローレンツ群は表現
を無限次元にまで拡張することによってユニタリ表現を構成することができる。
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で表現することを考える。

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = (x0γ0 − x1γ1 − x2γ2 − x3γ3)2 (6.246)

この等式を満足するためには、γµは次の反交換関係を満足すればよいこ
とが分かる。

{γµ, γν} = 2gµν (6.247)

ローレンツ変換の下では、γµは xµと同じ変換をする。ディラック代数の
すべての独立な基底は γ行列の積 γµ1γµ2 · · · γµα で与えられるので、ディ
ラック代数の次元は 24 = 16である。従って、γ 行列は 4行 4列であり、
その表現空間は 4成分スピノル (ξ, η)空間である。反交換関係 (6.247)よ
り、γ0γ1γ2γ3はすべてのディラック行列と反可換である。そこで

γ5 = −γ5 := −iγ0γ1γ2γ3 (6.248)

を定義する。この時、16個の独立なγ行列は次のように分類できる (1+1+4+4+6=16)。

1, γ5, γµ, γ5γµ, [γµ, γν ] (6.249)

γ行列の表示として

γ0 = −iσ0 ⊗ σ1, γi = σi ⊗ σ2 (6.250)

ととると

γ5 = σ0 ⊗ σ3 (6.251)

は対角的になる。従って、

P± =
1

2
(1± γ5) (6.252)

はD(1/2, 0)⊕D(0, 1/2)からD(1/2, 0)あるいはD(0, 1/2)をとりだす射
影演算子であることが分かる。すなわち、

P+

(
ξ

η

)
=

(
ξ

0

)
, P−

(
ξ

η

)
=

(
0

η

)
(6.253)

4成分スピノル空間でのリー代数の表現は次式によって与えられる。

Mµν =
1

4
[γµ, γν ] (6.254)
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実際この式が (6.220)を満足することは直接代入することによって確かめ
ることができる。あるいは、(6.250)を用いると

M ij =
1

4
[γi, γj ] =

i

2

∑
k

ϵijkσk ⊗ σ0

M0i =
1

4
[γ0, γi] =

1

2
σi ⊗ σ3 (6.255)

となるので、上付き添え字を下付き添え字に変換して (6.221)を使えば、
(6.244)に一致することが示せる。
4成分スピノル

Ψ =

(
ξ

η

)
, Ψ† = (ξ†, η†) (6.256)

から SL(2,C)不変な量を作るためには、前述のように ξ†ηという組み合
わせを作る必要がある。このために

γ4 := iγ0 = σ0 ⊗ σ1 (6.257)

という量を導入して

ψ̄ := ψ†γ4 (6.258)

を導入すると、ψ̄ψは SL(2,C)に対して不変である。これを示そう。
SL(2,C)の変換は

S = exp

(
1

2

∑
µν

ωµνMµν

)
(6.259)

で与えられる。この下で 4成分スピノルは次のように変換される。

ψ
′a =

4∑
b=1

Sa
bψ

b (6.260)

ここで、γ行列として表示 (6.250)をとると

(γi)† = γi, (γ0)† = −γ0 (6.261)

なので

(M ij)† = −M ij , (M0i)† =M0i (6.262)

となるので、Sはユニタリではない (S† ̸= S−1)。しかし、

S†γ4 = γ4S−1 (6.263)
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なので

ψ̄′ψ′ = ψ†S†γ4Sψ = ψ†γ4S−1Sψ = ψ̄ψ (6.264)

が言える。
2つの 4成分スピノルの直積は次のように既約表現の直和に分解できる。[

D

(
1

2
, 0

)
⊕D

(
0,

1

2

)]
⊗
[
D

(
1

2
, 0

)
⊕D

(
0,

1

2

)]
= D(0, 0)⊕D(0, 0)⊕D

(
1

2
,
1

2

)
⊕D

(
1

2
,
1

2

)
⊕D(1, 0)⊕D(0, 1) (6.265)

これに対応して、SL(2,C)のもとで決まった変換性を持つ組み合わせは次
の 5通りであることが分かる。

D(0, 0) : S = ψ̄ψ (スカラー)

D(0, 0) : P = ψ̄γ5ψ (擬スカラー)

D
(
1
2 ,

1
2

)
: V = ψ̄γµψ (ベクトル)

D
(
1
2 ,

1
2

)
: A = ψ̄γ5γµψ (軸性ベクトル)

D(1, 0)⊕D(0, 1) : T = ψ̄[γµ, γν ]ψ (反対称テンソル) (6.266)

実際、SL(2,C)の変換に対して γ行列は

γ
′µ = SγµS−1 =

∑
ν

Aµ
νγ

ν (6.267)

のように変換するので、たとえば V は

ψ̄′γ
′µψ′ = ψ̄S−1γµSψ =

∑
ν

(A−1)µν ψ̄γ
νψ (6.268)

のようにベクトルとして変換することが分かる。次に、ψ̄γ5ψが擬スカラー
であることは

Sγ5S−1 = −(detA)γ5 (6.269)

からわかる。実際、

Sγ5S−1 = −iSγ0S−1Sγ1 · · ·Sγ3S−1

= −i
∑

A0
ν0A

1
ν1A

2
ν2A

3
ν3γ

ν0γν1γν2γν3

= −i
∑

ϵ

(
0 1 2 3

ν0 ν1 ν2 ν3

)
A0

ν0A
1
ν1A

2
ν2A

3
ν3γ

0γ1γ2γ3

= −(detA)γ5 (6.270)
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6.3.6 ポアンカレ群

ローレンツ変換に空間の並進操作を組み合わせた変換は群をなす。これ
を非斉次ローレンツ群あるいはポアンカレ群 (Poincaré group)という。ポ
アンカレ群はミンコフスキー空間の任意の 2点間の距離を不変にする実 1

次変換全体の作る群である。ポアンカレ群Pの元 (a,A)に対応する変換は

x
′µ =

∑
ν

Aµ
νx

ν + aµ (6.271)

である。群の単位元は (0,1)、逆元は

(a,A)−1 = (−A−1a,A−1) (6.272)

で与えられる。積は次のように定義される。

(a2, A2)(a1, A1) = (A2a1 + a2, A2A1) (6.273)

ローレンツ群 Lは変換 (0, A)よりなるポアンカレ群の部分群、空間の
並進群Tは変換 (a, 1)よりなるポアンカレ群の不変部分群である。後者は
∀(a,A) ∈Pに対して

(a,A)(b, 1)(a,A)−1 = (Ab, 1) (6.274)

が成立することからわかる。
並進群Tが不変部分群であることから、剰余類群 P/Tがローレンツ群
に同型であることが分かる。

P/T ∼= L (6.275)

並進群の生成元は 4元運動量演算子

Pµ = −i~ ∂

∂xµ
(6.276)

であり、そのユニタリ表現は

U(a) = exp

(
i

~
∑
µ

aµPµ

)
(6.277)

で与えられる。リー代数は可換

[Pµ, Pν ] = 0 (6.278)

なので、並進群はアーベル群である。
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ローレンツ群のリー代数を微分演算子で表現すると

Mµν = xν∂µ − xµ∂ν (6.279)

と書ける。これはローレンツ群のリー代数が満たすべき関係式 (6.220)を
満足することが分かる。特に、Mµν の空間成分は空間回転の生成子であ
る角運動量演算子

M23 =
i

~
Lx, M31 =

i

~
Ly, M12 =

i

~
Lz (6.280)

を与える。また、

[Mµν , Pρ] = gµρPν − gνρPµ (6.281)

このようにして、ポアンカレ群のリー代数は {Mµν , Pµ}で与えられる。
ポアンカレ群の表現はカシミア演算子の固有値によって分類される。カ

シミア演算子とはリー代数のすべての生成元と可換な演算子である。その
一つは

P 2 =
3∑

µ=0

PµPµ (6.282)

P 2の固有値 p2によって、ポアンカレ群の表現は次の 4種類に分類できる。

• クラス I: pµ = 0 Gp = L
(+)
+

• クラス II: p2 > 0 （時間的) Gp=SO(3)

• クラス III: p2 = 0 (光的) Gp = E2

• クラス IV: p2 < 0 （空間的）Gp =SO(2,1)

クラス Iでは pµ = 0であるから並進群に関しては恒等表現になっており、
ポアンカレ群は固有ローレンツ変換に帰着する。pµ ̸= 0の場合を考える
ためにもう一つのカシミア演算子を導入する。まず、

Wµ = −1

2

∑
νρσ

ϵµνρσP
νMρσ (6.283)

は Pν と可換であり、

W 2 :=
3∑

µ=0

WµWµ (6.284)

はすべての生成元と可換なカシミア演算子である。ここで、ϵµνρσ は 4次
元の完全反対称テンソルである。Wµは Pν と可換なので、Wµは Pν の固
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有値 pν を不変に保つ変換の生成元であり、小群のリー代数となっている。
Wµは次の交換関係を満足する。

[Wµ,Wν ] = −
∑
ρ,σ

ϵµνρσP
ρW σ, [Wµ, Pµ] = 0,

[Wµ,Mρσ] = gµσWρ − gµρWσ (6.285)

クラス IIではミンコフスキー空間の座標を適当に選ぶことによって pµ =

(m, 0, 0, 0)とできるので、この時 (6.283)より

W0 = 0, W1 = mM23, W2 = mM31, W3 = mM12 (6.286)

が得られる。Wi/m (i = 1, 2, 3) は SO(3)のリー代数を与えるので、クラ
ス IIの小群は SO(3)である。また、W 2の固有値はW 2 = −m2j(j + 1)

　 (j = 0, 1/2, 1, 3/2, · · · ) となり、クラス IIの既約表現は (j,m)で指定さ
れる。
クラス IIIでは pµ = (m, 0, 0,m)として一般性を失わない。この場合、

(6.283)より

W0 = −W3 = −mM12, W1 = m(M23 −M20), W2 = m(M13 −M01)(6.287)

が得られる。Wi/m = Si (i = 1, 2, 3) と定義すると、これらは次の交換関
係に従う。

[S1, S2] = 0, [S2, S3] = −S1, [S3, S1] = −S2 (6.288)

これらの交換関係を満足する微分演算子による表示は

S1 =
∂

∂x
, S2 =

∂

∂y
, S3 = x

∂

∂y
− y ∂

∂x
(6.289)

これは x − y平面内の平行移動と回転の生成元である。従って、(6.287)

は 2次元面内の平行移動と回転の作る群E2のリー代数であることがわか
る。こうしてクラス IIIの小群はE2であることが分かった。
クラス IVの場合は、pµ = (0, 0, 0,m)と選ぶことができるので、(6.283)
より

W0 = −mM12, W1 = −mM20, W2 = −mM01, W3 = 0 (6.290)

となるので、Wi/m (i = 0, 1, 2) は SO(2,1)のリー代数である。したがっ
て、クラス IVの小群は SO(2,1)である。



第II部

微分形式とその応用
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多様体上での積分を考えるとき、その被積分関数に相当するものが微
分形式である。多様体の次元が nの時は n次微分形式がそれに相当する。
微分形式はまた、多様体の曲りの度合いや位相幾何学的性質を調べる de

Rham コホモロジーの基礎となる重要なものである。
物理学における、微分形式の応用範囲は広い。力学、熱力学、電磁気学、

一般相対論を含む物理のあらゆる分野で使われる。その理由は、微分形式
が座標系のとり方に依らない微分可能多様体の普遍的な記述を可能にする
からである。微分可能多様体を物理系と思えば、物理法則が座標系の取り
方に依らないという特殊および一般相対性原理やゲージ原理の思想にぴっ
たりと合致した数学形式であることが納得できよう。数学的な観点から言
えば、そのような一般的記述は de Rham コホモロジー群、微分幾何学、
ファイバー束、特性類などによって可能になるのであるが、これらは「物
理数学 III」の範疇を超えるのでここでは述べない。ここでは、微分形式
の使い方になれるという観点から必要最小限の記述と、そのマックスウェ
ル理論への応用について述べる。
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第7章 微分形式とは

7.1 接空間と余接空間

4.3節で学んだようにn次元多様体Mの点 p ∈Mの座標 (x1, x2, · · · , xn)
に対して、反変ベクトル (contravariant vector)

eµ :=
∂

∂xµ
(µ = 1, 2, · · · , n) (7.1)

で張られる空間を接空間 (tangent space)といい、Tp(M)と書く。基底ベ
クトル {ei}を用いて任意のベクトルが a = aieiと展開できるのと同様に、
接空間のベクトルX ∈ Tp(M)は

X = Xµeµ (7.2)

と展開できる。ここで、繰り返し現れる添え字については µ = 1, 2, · · · , n
について和をとるものと約束する。Xµは接ベクトルX の成分である。
線形ベクトル空間に内積を導入することで、距離や面積が定義できる。

簡単な例として、上記のベクトル a = aiei ともう一つのベクトルb = biei

の内積は、

⟨a,b⟩ = aibj⟨ei, ej⟩ (7.3)

と定義される。ここで、⟨ei, ej⟩ = eTi · ejである (T は転置)。基底 {ei}で
張られるベクトル空間に対して、基底 {eTi }で張られるベクトル空間を双
対ベクトル空間 (dual vector space)という。特に、正規直交基底をとると

⟨ei, ej⟩ = δij (7.4)

となる。
これと同様に、接空間と双対な空間を余接空間 (cotangent space)とい

い、記号 T ∗
pMで表す。接空間の基底が反変ベクトルであったので、余接

空間の基底は共変ベクトル (covariant vector)(dx1, · · · , dxn)である。そ
こで、

eµ := dxµ (7.5)
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とおくと、余接空間のベクトル ω ∈ T ∗
p (M)は

ω = ωµe
µ (7.6)

と展開できる。{eµ}は {eµ}の双対基底 (dual basis)と呼ばれ、(7.4)と同
様の正規直交条件

⟨eµ, eν⟩ = δµν (7.7)

を満たすものと仮定される。この時、X と ωの内積は

⟨ω,X⟩ = ωµX
µ (7.8)

で与えられる。

7.2 r-形式

微分可能多様体上で定義される完全反対称な共変テンソル場を微分形式
(differential form)という。r次微分形式は r-形式 (r-form)とも呼ばれる。

7.2.1 0-形式

0-形式 (0-form)はスカラー関数 f である。

ω = f(x1, · · · , xn) (7.9)

7.2.2 1-形式

1-形式 (1-form)は 1階の共変ベクトルである。

ω := ωµdx
µ (7.10)

ここで、これまでと同様に2度繰り返される文字についてはµ = 1, 2, · · · , n
について和をとるものとする (nはベクトル空間の次元）。

7.2.3 2-形式

より高次の微分形式を定義するために外積 (exterior product)1を定義し
よう。簡単のため変数の数が 2個（2次元）の場合を考える。まず、2-形
式 (2-form)の基底は

dx1 ∧ dx2 := dx1 ⊗ dx2 − dx2 ⊗ dx1 = −dx2 ∧ dx1 (7.11)
1ウェッジ積 (wedge product)とも呼ばれる
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である。これから dx1 ∧ dx1 = dx2 ∧ dx2 = 0 であることがわかる。また、
2つの 1-形式 dx = x1dx

1 + x2dx
2と dy = y1dx

1 + y2dx
2から構成される

2-形式は

dx ∧ dy = (x1y2 − x2y1)dx1 ∧ dx2 (7.12)

で与えられる。これはベクトル a = (a1, a2, 0)と b = (b1, b2, 0)の外積が

a× b = (0, 0, a1b2 − a2b1) = −b× a (7.13)

で与えられることに類似している。特に、(dx1, dx2) から (dx, dy) への
変換が行列式が 1 の直交変換の時は x1y2 − x2y1 = 1 なので (7.12) は
dx∧dy = dx1∧dx2となる、すなわち、2-形式は不変である。また、(7.11)
のように順序を入れ替えると符号が変わることは外積による積分が向きづ
けられた多様体上の積分であることを示している。特に、（局所的な）直
交座標系で向きが決まっている場合は dx ∧ dyは単に dxdyとおいても差
し支えない。
一般の 2-形式は

ω =
1

2!
ωµ1µ2dx

µ1 ∧ dxµ2 (7.14)

で与えられる。右辺に現れる外積は nC2通りあることがわかる。

7.2.4 3-形式

同様に、3-形式の基底は３個の変数を添字に関して完全反対称にするこ
とによって得られる。特に、変数の数が３個の場合は、

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

:= dx1 ⊗ dx2 ⊗ dx3 + dx2 ⊗ dx3 ⊗ dx1 + dx3 ⊗ dx1 ⊗ dx2

−dx1 ⊗ dx3 ⊗ dx2 − dx2 ⊗ dx1 ⊗ dx3 − dx3 ⊗ dx2 ⊗ dx1

= dx2 ∧ dx3 ∧ dx1 = dx3 ∧ dx1 ∧ dx2

= −dx1 ∧ dx3 ∧ dx2 = −dx2 ∧ dx1 ∧ dx3 (7.15)

7.2.5 r-形式

一般に、r-形式の基底は次のように展開できる。

dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxr =
∑
σ∈Sr

sgn(σ)dxσ(1) ⊗ dxσ(2) ⊗ · · · ⊗ dxσ(r)(7.16)
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ここで、σは r次の対称群 Srの要素であり、sgn(σ)はそれが偶置換か奇
置換かによって+1または-1の値をとる符号関数である。
これから r-形式は次のように与えられることが分かる。

ω =
1

r!
ωµ1µ2···µrdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr (7.17)

ここで、係数ωµ1µ2···µrは添字に関して完全反対称である。また、空間の次
元が nの時、完全反対称性より r ≤ n でなければならないことがわかる。
n次元空間のある一つの座標系 (x1, · · · , xn)から別の座標系 (y1, · · · , yn)
へ線形変換

yi = Aijx
j (7.18)

したときに、n-形式がどのように変換されるかをみよう。新しい座標系で
の n-formは

dy1 ∧ · · · ∧ dyn = A1j1 · · ·Anjndx
j1 ∧ · · · ∧ dxjn (7.19)

と書ける。ここで、j1, · · · , jnは 1, · · · , nを置換したものであるからその
ような置換を σと書くと

dy1 ∧ · · · ∧ dyn =
∑
σ∈Sn

A1σ(1) · · ·Anσ(n)dx
σ(1) ∧ · · · ∧ dxσ(n) (7.20)

となるが外積の完全反対称性より

dxσ(1) ∧ · · · ∧ dxσ(n) = sgn(σ)dx1 ∧ · · · ∧ dxn (7.21)

となる。よって

dy1 ∧ · · · ∧ dyn =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)A1σ(1) · · ·Anσ(n)dx
1 ∧ · · · ∧ dxn

= (detA)dx1 ∧ · · · ∧ dxn (7.22)

が得られる。これは n-形式を記述する変数の変換がヤコビアンで与えら
れることに対応している。また、変換が行列式が 1の直交変換 (detA=1)

である時、n形式は不変であることがわかる。
r-形式の ξと s-形式の ωの外積の順序を入れ替えたときの符号の変化は

ξ ∧ ω = (−1)rsω ∧ ξ (7.23)

で与えられることは容易に確かめられる。
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7.3 外微分

一般に r-形式 (7.17)として、基底の取り方によらない外微分 (exterior

derivative)dと呼ばれる作用が次のように定義される2。

dω =
1

r!

∂ωµ1µ2···µr

∂xα
dxα ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr (7.24)

特に、rが多様体の次元 nに等しい場合は dxα, dxµ1 , · · · , dxµr の中の少な
くとも 2つは同じでなければならないので

dω = 0 (r = n) (7.25)

であることが分かる。
(7.24)の外微分を再びとると

d2ω =
1

r!
(∂α∂βωµ1µ2···µr)dx

α ∧ dxβ ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr (7.26)

となる。ここで、∂α := ∂/∂xα である。右辺で ∂α∂βは αと βの交換に対
して対称であるが、dxα ∧ dxβ は反対称なので

d2ω = 0 (7.27)

が得られる。
r-形式の ωと s-形式の ξの 2つの微分形式の外積の外微分については次

のライプニッツ則 (Leibnitz rule)が成立する。

d(ω ∧ ξ) = dω ∧ ξ + (−1)rω ∧ dξ (7.28)

2r-形式に対する外微分ということを明示するために d は dr と書かれることもある。
この場合は、dω は drω と書かれる。
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第8章 ベクトル解析の諸公式の導出

この章では 3次元空間を考える。

8.1 （擬）スカラー、ベクトル、軸性ベクトル

3次元空間では r-形式は r = 0, 1, 2, 3の場合までが存在するが、これら
はそれぞれベクトル解析で現れる基本量に対応している。まず、0-形式

ω0 = f(x, y, z) (8.1)

はスカラー場 f を表している。ここで、スカラーとは座標の回転と反転に
対して値を変えない量をいい、場とは f が場所（座標）の関数であること
を意味している。座標の回転に対しては値を変えないが、反転に対して符
号を変える量を擬スカラーという。1-形式

ω1 = ωxdx+ ωydy + ωzdz (8.2)

はベクトル場

a := (ωx, ωy, ωz) (8.3)

に対応している。2-形式

ω2 = ωyzdy ∧ dz + ωzxdz ∧ dx+ ωxydx ∧ dy (8.4)

は 2階の反対称テンソル場

b := (ωyz, ωzx, ωxy), ωij = −ωji (i, j = x, y, z) (8.5)

に対応している。これは軸性ベクトル (axial vector)

αµ = ϵµνλωνλ (8.6)

と関係している。ここで軸性という言葉は、座標の反転に対して符号を変
えないことを意味している。仮定により 2-形式 ω2そのものは座標の反転
に対して不変である。dy ∧ dzなども符号を変えないので bも符号を変え
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ない軸性ベクトルである。他方、aなどのように符号を変えるものを極性
ベクトルという。同様に 3-形式

ω3 = ωxyzdx ∧ dy ∧ dz (8.7)

も座標の反転に対して不変である。ところが、dx∧ dy ∧ dzは符号を変え
るので、ωxyz は座標の反転に対して符号を変える擬スカラー場を表して
いる。
これらの量の外微分をとることによってベクトル解析の諸公式が導か
れる。

8.2 grad, rot, div, Laplacian

微分演算子 grad (∇), rot (∇×), div (∇·) はそれぞれ 0-形式、1-形式、
2-形式の外微分として現れる。

8.2.1 grad

まず、0-形式 (8.1)の外微分をとると

df = (∂xf)dx+ (∂yf)dy + (∂zf)dz (8.8)

となりベクトル場

gradf := (∂xf, ∂yf, ∂zf) (8.9)

が得られる。ここで、∂x = ∂/∂xなどである。
特に、cを定数とすると、f(x, y, z) = cは 2次元曲面を表している。こ
れに対して外微分を考えると

df = (∂xf)dx+ (∂yf)dy + (∂zf)dz = gradf · (dx, dy, dz) = 0

なので gradf は (dx, dy, dz)に垂直である。ところが、後者は曲面上の線
素であるので gradf は曲面に垂直なベクトル場であることがわかる。こ
のことは n次元空間に対しても当てはまる。すなわち、f = cは n次元空
間における n− 1次元曲面を表し、曲面上の各点 pごとに gradf 方向に垂
直な n− 1次元平面が考えられる。それが接平面（接空間）Tpである。
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(8.8)の外微分をとると (7.27)より

d2f = [∂y(∂xf)dy + ∂z(∂xf)dz] ∧ dx+ [∂x(∂yf)dx+ ∂z(∂yf)dz] ∧ dy
+[∂x(∂zf)dx+ ∂y(∂zf)dy] ∧ dz

= [∂y(∂zf)− ∂z(∂yf)]dy ∧ dz + [∂z(∂xf)− ∂x(∂zf)]dz ∧ dx
+[∂x(∂yf)− ∂y(∂xf)]dx ∧ dy

= (rotgradf)xdy ∧ dz + (rotgradf)ydz ∧ dx+ (rotgradf)zdx ∧ dy
= 0 (8.10)

これから次のベクトル解析の公式が得られる。

rotgradf = 0 (8.11)

スカラー場の外微分は 1-形式の gradを与え、1-形式の外微分は 2-形式の
rotを与える (次節 8.2.2を参照)。(8.11)はスカラー場に対する dd = 0の
作用の帰結であると解釈できる。

8.2.2 rot

次に、1-形式 (8.2)の外微分をとると

dω1 = (dy∂y + dz∂z)ωx ∧ dx+ (dx∂x + dz∂z)ωy ∧ dy
+(dx∂x + dy∂y)ωz ∧ dz

= (∂yωz − ∂zωy)dy ∧ dz + (∂xωy − ∂yωx)dz ∧ dx
+(∂xωy − ∂yωx)dx ∧ dy

= (rota)xdy ∧ dz + (rota)ydz ∧ dx+ (rota)zdx ∧ dy (8.12)

ベクトル場の外微分が回転 (rot)で与えられることが分かる。この外微分
をとると

d2ω1 = [∂x(rota)x + ∂y(rota)y + ∂z(rota)z]dx ∧ dy ∧ dz
= (divrota)dx ∧ dy ∧ dz (8.13)

となるが、dd = 0なので

divrota = 0 (8.14)

であることが分かる。(8.14)は直接計算することによっても確かめること
ができるが、1-形式に dd = 0を作用させた結果と解釈することができる。
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8.2.3 div

発散 (divergence)は、2-形式 (8.4)の外微分から得られる。

dω2 = (∂xωyz + ∂yωzx + ∂zωxy)dx ∧ dy ∧ dz
= (divb)dx ∧ dy ∧ dz (8.15)

が得られる。3次元空間の場合は、d2ω2 = 0は自明な関係式なのでこれか
ら新たな関係式は得られない。

8.2.4 その他の公式

スカラー関数 f と 1-形式 ω1 の積の外微分はライブニッツ則 (7.28)で
r = 0の場合に相当することに注意すると、

d(fω1) = df ∧ ω1 + fdω1 (8.16)

1-形式の外微分が回転に対応すること (8.12)を思い出すと、これから次の
公式が得られる1。

rot(fa) = gradf × a+ frota (8.17)

スカラー関数 f と 2-形式 ω2の積の外微分を考えると

d(fω2) = df ∧ ω2 + fdω2 (8.18)

2-形式の外微分が発散に対応することを思い出すと、次の公式が得られる。

div(fb) = gradf · b+ fdivb (8.19)

2つの 1-形式 ξ, ηの外積の外微分はライブニッツ則 (7.28)で r = 1の場
合に相当することに注意すると、

d(ξ ∧ η) = dξ ∧ η − ξ ∧ dη (8.20)

これから次の公式が得られる。

div(a× b) = rota · b− a · rotb (8.21)

11-形式 df と 1-形式 ω1 のウエッジ積 df ∧ ω1 が対応するベクトルの外積になること
は、直接計算することによっても確かめることができる。すなわち、

df ∧ ω1 = (∂if)ωjdx
i ∧ dxj = (∂yfωz − ∂zfωy)dy ∧ dz + · · ·

= (gradf × a)xdy ∧ dz + · · ·
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以上をまとめると、p-形式 ξと q-形式 ηに関するライプニッツ則

d(ξ ∧ η) = dξ ∧ η + (−1)pξ ∧ dη (8.22)

で、p, qに具体的な整数を代入することで次の諸公式が得られる。

p = 0, q = 0 grad(fg) = (gradf)g + fgradg (8.23)

p = 0, q = 1 rot(fa) = gradf × a+ frota (8.24)

p = 0, q = 2 div(fa) = gradf · a+ fdiva (8.25)

p = 1, q = 1 div(a× b) = rota · b− a · rotb (8.26)
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第9章 多様体上の積分

多様体上の積分は、曲線や曲面をパラメータで表現し、そのパラメータ
に関して積分することによって実行される。

9.1 線積分

3次元多様体上の曲線 Cは、実数パラメータ tを用いて

C : (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [t1, t2] (9.1)

と表すことができる（図 9.1参照）。1-形式

=

C

図 9.1: 線積分。

ω1 = ωxdx+ ωydy + ωzdz (9.2)

を曲線 Cに沿って積分すると∫
C
ω =

∫
C
(ωxdx+ ωydy + ωzdz)

=

∫ t2

t1

(ωxẋ+ ωyẏ + ωz ż)dt (9.3)
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ここで、ẋ := dx/dtなどである。

ω⃗1 : = (ωx, ωy, ωz) (9.4)

dℓ⃗ : = (ẋdt, ẏdt, żdt) (9.5)

を用いると (9.3)は ∫
C
ω =

∫ L

0
ω⃗1dℓ⃗ (9.6)

と書ける。ここで、Lは曲線の長さである。(9.6)の右辺は、ベクトル場
ω⃗1を向きづけられた線要素 ℓ⃗について積分された量であり、積分値は座
標系のとり方によらない。この例のように、一般に多様体上の微分形式の
積分の値はパラメータや座標系のとり方に依らない。

9.2 面積分

3次元多様体上の 2次元曲面は 2個の実数パラメータ u, vを用いて

S : (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), u ∈ [u1, u2], v ∈ [v1, v2] (9.7)

のように記述することができる。この面上での 2-形式の積分を考えよう。∫∫
S
ω2 =

∫∫
S
(ωyzdy ∧ dz + ωzxdz ∧ dx+ ωxydx ∧ dy) (9.8)

ここで

dy ∧ dz = (∂uydu+ ∂vydv) ∧ (∂uzdu+ ∂vzdv)

= (∂uy∂vz − ∂vy∂uz)du ∧ dv

=
∂(y, z)

∂(u, v)
du ∧ dv (9.9)

同様にして

dz ∧ dx =
∂(z, x)

∂(u, v)
du ∧ dv, dx ∧ dy =

∂(x, y)

∂(u, v)
du ∧ dv (9.10)

が得られる。これらを (9.8)へ代入して

ω⃗2 : = (ωyz, ωzx, ωxy) (9.11)

dS⃗ : =

(
∂(y, z)

∂(u, v)
,
∂(z, x)

∂(u, v)
,
∂(x, y)

∂(u, v)

)
du ∧ dv (9.12)

とおくと ∫∫
S
ω2 =

∫ u2

u1

∫ v2

v1

ω⃗2 · dS⃗ (9.13)

が得られる。
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9.3 ストークスの定理

1-形式と 2-形式を結び付ける積分公式が次のストークスの定理 (Stokes’

theorem)である。

Theorem 26 (ストークスの定理) 空間内の開集合D上で定義されたC1

級の 1-形式 ω1とDに含まれる C2級の曲面 Sに対して∫
∂S
ω1 =

∫∫
S
dω1 (9.14)

が成立する。ここで、∂Sは Sの境界である。証明の概略は次の通りであ
る。まず、図 9.2のように空間を微小な正方形に分けて、各正方形につい
て (9.14)が成立することを証明せよ。その結果をすべての微小な正方形
に関して和をとると、辺を共有する隣り合った正方形ごとに線積分が相殺
して（線積分の向きが逆だから）、全体の境界 ∂Sの寄与だけが残り (9.14)

が得られる。

S

dS

図 9.2: ストークスの定理。

(9.14)をベクトル ω⃗1 := (ωx, ωy, ωz)を使って書くと、1-形式の外微分
が回転であることを思い出すとよく知られたベクトル解析におけるストー
クスの公式 ∫

∂S
ω⃗1dℓ⃗ =

∫∫
S
rotω⃗1dS⃗ (9.15)



160 第 9章 多様体上の積分

が得られる。特に、Sが xy平面である場合は ω1 = ωxdx + ωydyとおく
と、次のグリーンの定理が得られる。∫

∂S
(ωxdx+ ωydy) =

∫∫
S

(
∂ωy

∂x
− ∂ωx

∂y

)
dxdy (9.16)

特に、ωx = −y, ωy = xと選ぶと、(9.16)の右辺は Sの面積A(S)の 2倍
になる。よって次の公式を得る。

A(S) =
1

2

∫
∂S

(xdy − ydx) (9.17)

9.4 ガウスの定理

2-形式と 3-形式を結び付ける積分定理が次のガウスの定理 (Gauss’s the-

orem) である。

Theorem 27 (ガウスの定理) 空間内の開集合 D上で定義された C2 級
の 2-形式 ω2とDに含まれる C3級の体積 V に対して∫∫

∂V
ω2 =

∫∫∫
V
dω2 (9.18)

が成立する。ここで、∂V は V の表面である。

(9.18)をベクトル ω⃗2 := (ωyz, ωzx, ωxy)を使って書くと、2-形式の外微分
が発散であることを思い出すとよく知られたベクトル解析におけるガウス
の公式 ∫∫

∂V
ω⃗2 · dS⃗ =

∫∫∫
V
divω⃗2dV (9.19)

が得られる。特に、ω2 = (x, y, z) =: r⃗と置くと右辺は体積 V の 3倍にな
るので次の公式を得る。

V =
1

3

∫∫
∂V
r⃗ · dS⃗ (9.20)

任意の 2つの関数 f, gに対して成立する関係式

f∆g − g∆f = div(fgradg − ggradf) (9.21)

にガウスの定理を適用すると∫∫∫
V
(f∆g − g∆f)dV =

∫∫
∂V

(fgradg − ggradf) · dS⃗

=

∫∫
∂V

(
f
∂g

∂n
− g∂f

∂n

)
dS (9.22)

が得られる。ここで、∂g/∂nは面積要素 dS の法線方向の微分を表して
いる。
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10.1 ポアンカレの補題

ある微分形式 ωが dω = 0を満足する時、ωは閉形式 (closed form)と
呼ばれる。他方、ω = df を満たす 1価の微分形式 f が存在する時1、ωは
完全形式 (exact form)あるいは完全微分 (exact differential)と呼ばれる。
(7.27)は ωが完全形式である時、ωは閉形式であることを示している。し
かし、逆は一般には成立しない。すなわち、φ = dfならば dφ = d(df) = 0

であるが、dφ = 0であるからといって φ = df と書けるとは限らない。こ
の例としては、rotgraff=0は常に成立するが、rotA=0であるからといっ
てA =gradf なる 1価関数 f が必ずしも存在しない。これはある領域に
磁場が存在しないからといってベクトルポテンシャルが空間の全領域にわ
たって一価関数であるとは限らないことを意味している（アハラノフー
ボーム効果）。
逆が成立する場合に関しては次のポアンカレの補題 (Poincaré’s lemma)

が重要である。

Theorem 28 (ポアンカレの補題) 多様体Mが 1点に連続的に収縮可能
ならば2、開集合 U ⊂M 上のすべての閉形式は完全微分である。

dω = 0ならば局所的には ω = df なる f は存在しうるが、ωが完全微分で
あるためにはそのような f が大域的に、すなわち、多様体全体で存在する
必要がある。ポアンカレの補題はそのための条件を示している。
与えられた微分形式が完全微分であるための条件を具体的に考察しよ

う。完全微分が存在すれば、履歴に依らない場所だけの関数であるポテ
ンシャルが存在する。微分形式は多様体の局所的性質、その積分系は大
域的性質を表している。物理ではマックスウェル方程式で divB = 0から
B = rotAをしばしば結論するが、前者が局所的性質、後者は大域的性質
に関するものであり、そのような導出が正当化されるための数学的条件を
調べることが目的である。まずは簡単な例から始めよう。

11価性がなぜ必要かは後に明らかにされる (10.4節参照)。
2Mが単連結であるともいえる。
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10.2 積分可能条件

1-形式に関する方程式 ω = 0は 1階の 1次微分方程式とみなせる。すな
わち、

ω = P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (10.1)

この方程式の積分可能条件を考えよう。積分可積分であれば、あるスカ
ラー関数 f が存在して ω = df と書ける。すなわち、ωの積分可能性 (in-

tegrability)は完全性 (exactness)と同じである。この時、

P =
∂f

∂x
, Q =

∂f

∂y
(10.2)

なので、積分可能条件は

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
(10.3)

と書ける。
(10.1)のように 1-形式が 2変数の場合は、ωが完全微分でない場合も適
当な積分因子 λを掛けることで完全微分にすることができる。すなわち、

λ(Pdx+Qdy) = df (10.4)

このための必要十分条件は

∂λP

∂y
=
∂λQ

∂x
(10.5)

である。この時、λは次のように与えられる。

λ =
1

P

∂f

∂x
=

1

Q

∂f

∂y
(10.6)

例として熱力学の例を考えよう。次の 1-形式を考える。

ω = PdV + dU (10.7)

ここで、P, V, U はそれぞれ圧力、体積、内部エネルギーである。上の結
果からこの 1-形式は適当な積分因子を掛けることにより完全微分にする
ことができる。それを 1/T (U, V )と書くと

dS :=
ω

T
=
P

T
dV +

1

T
dU (10.8)

Sはエントロピーである。ωは熱量の変化 δ′Qであるが、この量は完全微
分ではない。(10.8)より

dU = TdS − PdV (10.9)



10.3. フロベニウスの条件 163

U を S, V の関数とみなして両辺の外微分をとると、d(dU) = 0より

0 =
∂T

∂V
dV ∧ dS − ∂P

∂S
dS ∧ dV (10.10)

よって (
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂P

∂S

)
V

(10.11)

これはMaxwellの関係式である。

10.3 フロベニウスの条件

n次元ユークリッド空間Rnの原点で 0にならない 1-形式 ω = ωidx
iを

考える。原点近傍で ω = fdgを満足する f, gが存在するために必要十分
条件は

dω = ξ ∧ ω (10.12)

を満足する 1-形式 ξ が存在することである。これをフロベニウスの条件
(Frobenius condition)という。この時、

ω ∧ dω = 0 (10.13)

である。
実際、ω = fdgが成立すると仮定すると

dω = df ∧ dg = df ∧ f−1dω = d(ln |f |) ∧ ω (10.14)

なので、(10.12)が成り立つ。
例として、2次元ユークリッド空間における 1-形式 ω = Pdx+Qdyを

考えると、ω ∧ dωは 3-形式なので 0。よって、ωは積分可能である。次の
例として、R3における 1-形式 ω = Pdx+Qdy +Rdzを考えると

dω = (∂yR− ∂xQ)dy ∧ dz + (∂zP − ∂xR)dz ∧ dx
= +(∂xQ− ∂yP )dx ∧ dy (10.15)

よって、ω = 0が積分可能である条件 (10.13)は

P (∂yR− ∂xQ) +Q(∂zP − ∂xR) +R(∂xQ− ∂yP ) = 0 (10.16)

で与えられる。
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これまで個別の例を調べてきたが、ここでは領域D上で定義されたC1

級（すなわち１回微分可能）の 1-形式（1次微分形式）

ω = ωxdx+ ωydy + ωzdz (10.17)

が完全微分であるための条件を調べよう。ここで、完全微分であるとは、
C2級のスカラー場 f が存在して ω = df が成立することをいう。ベクト
ル解析の言葉でいうと、ω⃗ := (ωx, ωy, ωz) = gradf なるポテンシャル f が
存在するための条件である。d(df) = 0なので、そのようなポテンシャル
は rotgradf = 0を満足する。これは、渦なし (irrotational)条件という3。
完全微分の条件としては次の定理が重要である。

Theorem 29 (完全微分の条件（ポテンシャルの存在条件）) 領域D上
の C1級の 1-形式 ωが完全微分であるための必要十分条件は、D内の任
意の C1級閉曲線 C に対して次式が成立することである。∮

C
ω = 0 (10.18)

必要性: ω = df の時は、P を C 上の任意の点として∮
C
ω =

∮
C
df = f(P )− f(P ) = 0 (10.19)

が成立する。
十分性：(10.19)が成立すると、

∫ P
Q ωは途中の経路には依らないので

∫ P
Q ω =:

f(P )なるスカラー場 f が存在する。よって、ω = df が成立する。（証明
終わり）

10.4 空間の連結性とポテンシャルの存在条件

Theorem 30 単連結領域Dで閉じた（すなわち、dω = 0）C1級 1-形式
ωは完全微分である。

この定理から単連結領域での渦なしベクトル場はポテンシャル f を持つ
ことが分かる (rotω⃗ = 0ならば ω⃗ = gradf と書ける)。
単連結性の重要性を理解するために、単連結でない例を考えてみよう。
領域Dとして 3次元空間から z軸を除外した領域

D : x2 + y2 > 0 (10.20)

3回転 (rot)が存在しないから。



10.5. ベッチ数 165

で定義された 1-形式

ω =
xdy − ydx
x2 + y2

(10.21)

を考えよう。これは閉形式である。実際

dω =

[
∂

∂x

(
x

x2 + y2

)
+

∂

∂y

(
y

x2 + y2

)]
dx ∧ dy = 0 (10.22)

また、

ω = df, f = tan−1 y

x
(10.23)

と書けるので、ωは完全微分のように一見思えるが、f は 1価関数ではな
いので完全微分ではない。実際、x = cos θ, y = sin θとおくと、f = θな
ので z軸の周りに半径 1の円に沿って 1周線積分すると∮

C
ω =

∮
C
df = 2π ̸= 0 (10.24)

となり、条件 (10.18)を満たさない4。

10.5 ベッチ数

上の例から分かるように、定義域Dが単連結でないと閉形式 dω = 0か
ら ω = df なる 1価の関数は一般には存在せず、多価関数となる。しかし、
積分

∫ P
Q ωの多価性は基本周期 α1, · · · , αrの線形結合であらわされ、その

係数は整数となる。

n1α1 + · · ·+ nrαr, ni(i = 1, · · · , r)は整数 (10.25)

ここで基本周期は

αi =

∫
Ci

ω (10.26)

で与えられる。また、Ciは基本回路と呼ばれる。基本周期の数 rは定義
域Dの 1次元ベッチ数 (Betti number)と呼ばれる。

r = b1(D) (10.27)

一般に k次元のベッチ数 bkは、単連結でない k次元曲面の数のことを
いう。具体的には

4(10.24) の周回積分が 2π となっていることは、f が量子力学における位相に関連づ
けられる量であることを示唆している。
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• b0: 連結された成分の数

• b1: 1次元の閉曲線で囲むことのできる穴の数

• b2: 2次元の閉曲面で囲むことのできる穴の数

トーラスは b0 = 1, b1 = 2, b2 = 1で特徴づけられる。液体ヘリウムや超伝
導などで見られる量子渦は b1 = 1で特徴づけられる線欠陥、モノポール
は b2 = 1で特徴づけられる点欠陥である。一般に、領域の非連結性に由
来するゼロでないベッチ数で特徴づけられる対象物はトポロジカル欠陥と
呼ばれる。
ベッチ数を用いると、完全形式が存在する条件は次のように定式化で
きる。

Theorem 31 領域Dが基本回路系 C1, · · · , Cr を持つ時、D上の C2級
（すなわち、２回微分可能）の 1-形式 ωが完全微分であるための条件は、
α1 = · · · = αr = 0である。特に、b1 = 0ならば、D上の C1級閉 1-形式
は完全微分である。

同様にして、b2(D) = 0の場合は次のヘルムホルツの定理 (Helmholtz

theorem)が成立する。

Theorem 32 (ヘルムホルツの定理) 領域DのC2級ベクトル場BはD

上のスカラー場 f とベクトル場Aを用いて次のように分解できる。

B = rotA+ gradf (10.28)

ここで、スカラー場 f は次式を満足する。

divB = ∆f (10.29)

f(r) = − 1

4π

∫∫∫
D

divB(r′)

|r− r′|
dr′ (10.30)

実際、(10.28)より div(B−∇f)=0なので b2(D) = 0ならば、D上にC1

級のベクトル場Aが存在して、B−∇f = rotAが成立する。以上をまと
めると

局所的性質 大域的性質

b1(D) = 0→ rotB = 0⇐⇒ B = gradf (10.31)

b2(D) = 0→ divB = 0⇐⇒ B = rotA (10.32)
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11.1 ホッジスター演算子

ホッジ (Hodge)スター演算子1は、n次元空間の k-形式から (n− k)-形
式を作る演算子である。n次元空間の k-形式は nCk 個の基底から構成さ
れ、(n− k)-形式は nCn−k個の基底から構成されるので、基底の個数が等
しく 1対 1の対応が存在する。n次元空間の k-形式

ω = dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik (11.1)

に対して、ホッジスター演算子 ∗ωは次の等式が満足されるように定義さ
れる。

ω ∧ ∗ω = dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn (11.2)

11.1.1 3次元空間

具体例として、まず、3次元空間 (n = 3)の場合を考えよう。この時、
(11.2)を満足するようにスター演算子を求めると次のようになることがわ
かる。

∗1 = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3, ∗dx1 = dx2 ∧ dx3,
∗dx2 = −dx1 ∧ dx3, ∗dx3 = dx1 ∧ dx2 (11.3)

∗(dx1 ∧ dx2) = dx3, ∗(dx1 ∧ dx3) = −dx2,
∗(dx2 ∧ dx3) = dx1 (11.4)

∗(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) = 1 (11.5)

これらは次のようにまとめることができる。

∗dxi = 1

2
ϵijkdxj ∧ dkk (11.6)

∗(dxi ∧ dxj) = ϵijkdxk (11.7)

1Sir William Vallance Douglas Hodge, 1903-1975.
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(11.6)に ϵilmを掛けて公式

ϵijkϵilm = δjlδkm − δjmδkl (11.8)

を用いると

dxi ∧ dxj = ϵijk ∗ dxk (11.9)

が得られる。また、(11.7)の両辺に ϵijlを掛けて同様の計算をすると

dxi =
1

2
ϵijk ∗ (dxj ∧ dxk) (11.10)

が得られる。特に、

∗(dxi ∧ dxj ∧ dxk) = ϵijk (11.11)

であることに注意しよう。また、3次元の場合は k-形式 ωに対して

∗ ∗ ω = ω (11.12)

が成立することは上記の結果から確かめることができる2。dxi の具体的
な表式を考える際には注意が必要である。3次元直交座標 (x, y, z)の場合
は dx1 = dx, dx2 = dy, dx3 = dz であるが、極座標 (r, θ, ϕ)の場合は、
dx1 = dr, dx2 = rdθ, dx3 = r sin θdϕととらなければならない。実際、こ
のように取ることで、微小ベクトルが各座標表示における正規直交単位ベ
クトルを用いて普遍的な形に書くことができる。

dr = exdx+ eydy + ezdz = erdr + eθrdθ + eϕr sin θdϕ

=

3∑
i=1

eidx
i

同様な考え方で、円筒座標の場合は dx1 = dr, dx2 = rdθ, dx3 = dz で
ある。
具体例としてまず、0-形式（スカラー場)f を考える。df = ∂ifdx

iなの
で (11.6)より

∗df = ∂if ∗ dxi = ∂if
1

2
ϵijkdxj ∧ dxk

が得られる。両辺の外微分をとると

d ∗ df = ∂l∂if ∗ dxi = ∂if
1

2
ϵijkdxl ∧ dxj ∧ dxk

2一般の n次元の k-形式 ω については ∗ ∗ ω = (−1)(n−k)kω が成立する。
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ここで、dxl∧dxj∧dxk = ϵljkdx1∧dx2∧dx3を使い、更に、ϵijkϵljk = 2δil

を用いると

d ∗ df = ∂2i fdx
1 ∧ dx2 ∧ dx3

であることが分かる。両辺のホッジスターをとり、(11.5)を用いると

∗d ∗ df = ∂2i f = ∇2f

であることが分かる。
次に 1-形式を考えよう。

ω = ωidx
i (11.13)

を考えよう。この外微分は

dω = (∂iωj)dx
i ∧ dxj (11.14)

であるが、右辺に (11.9)を代入するとを考えよう。この外微分は

dω = ϵijk(∂iωj) ∗ dxk = (rotω⃗)k ∗ dxk (11.15)

と書けることが分かる。ここで、ω⃗ := (ω1, ω2, ω3)である。(11.15)の両辺
に*を演算して (11.12)を用いると

∗dω = ϵijk(∂iωj) ∗ dxk = (rotω⃗)kdx
k (11.16)

が得られる。この両辺の外微分を更にとると

d ∗ dω = ϵijk(∂l∂iωj)dx
l ∧ dxk (11.17)

両辺に*を作用させて (11.11)を用いると

∗d ∗ dω = (∂i∂jωj − ∂2jωi)dx
i

= (graddivω⃗ −∆ω⃗)idx
i

= (rotrotω⃗)idx
i (11.18)

を得る。最後の等式は 1-形式の外微分が回転であることを用いた。
一方で、(11.13)と双対の関係にある微分形式は

∗ω = ωi ∗ dxi =
1

2
ϵijkωidx

j ∧ dxk (11.19)

両辺の外微分をとると

d ∗ ω =
1

2
ϵijk(∂lωi)dx

j ∧ dxk ∧ dxl

= divω⃗ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 (11.20)

両辺に*を作用させて (11.11)を用いると

∗d ∗ ω = ∂iωi = divω⃗ (11.21)

が得られる。
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11.1.2 4次元空間

次に、4次元 (n = 4)の場合を考えよう。

∗1 = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

∗dx1 = dx2 ∧ dx3 ∧ dx4, ∗dx2 = −dx1 ∧ dx3 ∧ dx4

∗dx3 = dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 ∗ dx4 = −dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 (11.22)

∗(dx1 ∧ dx2) = dx3 ∧ dx4, ∗(dx1 ∧ dx3) = −dx2 ∧ dx4, etc.
(11.23)

∗(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) = dx4, ∗(dx1 ∧ dx2 ∧ dx4) = −dx3 (11.24)

∗(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4) = 1 (11.25)

また、4次元の場合は k-形式 ωに対して

∗ ∗ ω = (−1)kω (11.26)

が成立することは上記の結果から確かめることができる3。

11.2 電磁気学

座標の反転に対して符号を変える極性ベクトル (polar vector)である電
場は 1-形式、符号を変えない軸性ベクトル (axial vector)である磁場は 2-

形式である。これと時空の次元についての知識から電磁場の基礎方程式の
大枠が定まる。

11.2.1 静電場

静電場の場合、空間の次元は n = 3である。以下では、デカルト座標
(x, y, z)をとり、x1 = x, x2 = y, x3 = zと定義する。静電場の 1-形式を次
のように書こう。

ωe = Ei(x
1, x2, x3)dxi (11.27)

(11.15)より

dωe =
1

2
ϵijk(rotE)idx

j ∧ dxk

= (rotE)i ∗ dxi (11.28)

3一般に n次元空間の k-形式については ∗ ∗ ω = (−1)k(n−k)ω が成立する。
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ωeに双対な 2-形式を ωeにホッジスター演算子を作用させたものとして導
入する。(11.19)から

∗ωe = Ei ∗ dxi =
1

2
ϵijkEidx

j ∧ dxk (11.29)

この外微分は (11.20)より

d ∗ ωe = (divE)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3　←→ ∗d ∗ ωe = divE (11.30)

こうして静電場を記述する方程式は次のように書ける。

dωe = 0←→ rotE = 0 (11.31)

∗d ∗ ωe =
1
ϵ0
ρ←→ divE = 1

ϵ0
ρ (11.32)

ここで、ϵ0は真空の誘電率である。R3が単連結な時は、(11.31)からポア
ンカレの補題 (10.1節参照）により ωeはスカラー関数 ϕを用いて次のよ
うに書ける。

ωe = −dϕ←→ E = −gradϕ (11.33)

11.2.2 静磁場

静磁場は軸性ベクトルなので 2-形式

ωm := B1dx
2 ∧ dx3 +B2dx

3 ∧ dx1 +B3dx
1 ∧ dx2

=
1

2
ϵijkBidx

j ∧ dxk = Bi ∗ dxi (11.34)

で表される。ωmの外微分は

dωm =
1

2
ϵijk(∂lBi)dx

l ∧ dxi ∧ dxk

= (divB)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 (11.35)

ωmに双対な 1-形式 ∗ωmを導入する。

∗ωm =
1

2
ϵijkBi ∗ (dxj ∧ dxk)

= Bidx
i (11.36)

この外微分は

d ∗ ωm = (∂iBj)dx
i ∧ dxj = 1

2
ϵijk(rotB)idx

j ∧ dxk

= (rotB)i ∗ dxi (11.37)
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これらを用いると静磁場を記述する方程式は次のように書ける。

dωm = 0←→ divB = 0 (11.38)

∗d ∗ ωm = ωj ←→ rotB = µ0j (11.39)

ここで、j = (j1, j2, j3)は電流密度、µ0は真空の透磁率、また、

ωj = µ0jidx
i (11.40)

R3が単連結な時は、(11.38)よりポアンカレの補題 (10.1節参照）により
ωmは (極性）ベクトル関数Aを用いて次のように書ける。

B = rotA (11.41)

以上の議論から、電場と磁場の間には次のような双対関係 (duality re-

lations)があることが分かる。

ωe ←→ ∗ωm (11.42)

∗ωe ←→ ωm (11.43)

11.2.3 マクスウェル方程式

電場と磁場が時間に依存する場合は両者は互いに影響しあう。そこで、
時間座標 x4 = ictを導入して、4次元空間 (x1, x2, x3, x4)で考える。本節
では、ここで、ローマ文字 i, j, k, lは 1,2,3をとり、ギリシャ文字 λ, µ, ν, σ

は 1,2,3,4をとるものとする。また、c = 1とおく。
まず、電磁テンソルに対応する微分形式を考える。

ωem := −iωe ∧ dx4 + ωm

= −iEidx
i ∧ dx4 + 1

2
ϵijkBidx

j ∧ dxk (11.44)

4次元空間の場合は、

∗(dx1 ∧ dx4) = dx2 ∧ dx3 = 1

2
ϵ1jkdxj ∧ dxk

∗(dx2 ∧ dx4) = −dx1 ∧ dx3 = 1

2
ϵ2jkdxj ∧ dxk

(11.45)

なので、一般に

∗(dxi ∧ dx4) = 1

2
ϵijkdxj ∧ dxk (11.46)
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が成立することに注意すると、(11.44)は次のように簡潔に書くことがで
きる。

ωem = −iωe ∧ dx4 + ωm

= −iEidx
i ∧ dx4 + 1

2
ϵijkBidx

j ∧ dxk

= −iEidx
i ∧ dx4 +Bi ∗ (dxi ∧ dx4) (11.47)

両辺の Hodgeスター演算子をとると、ωが 2-形式のときは ∗ ∗ ω = ωで
あることに注意して、

∗ωem = −iEi ∗ (dxi ∧ dx4) +Bidx
i ∧ dx4

= − i
2
Eiϵ

ijkdxj ∧ dxk +Bidx
i ∧ dx4 (11.48)

が得られる。ここで、2行目の結果を得る際に (11.46)を用いた。
これらの外微分計算すると

dωem = − i
2
ϵijk

[
rotE+

∂B

∂t

]
k

dxi ∧ dxj ∧ dx4

+(divB)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 (11.49)

d ∗ ωem =
1

2
ϵijk

[
rotB− ∂E

∂t

]
k

dxi ∧ dxj ∧ dx4

−i(divE)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 (11.50)

が得られる。(c = 1なので ϵ0µ0 = 1に注意せよ。)

電荷密度 ρと電流密度 jから

ωρj := −
i

ϵ0
ρdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + 1

2
ϵijkµ0jkdx

i ∧ dxj ∧ dx4 (11.51)

を定義する。この式の外微分を取ると

dωρj = µ0

(
divj+

∂ρ

∂t

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 (11.52)

が得られる。従って、連続の方程式は次のように書ける。

dωρj = 0←→ divj+
∂ρ

∂t
= 0 (11.53)

以上の結果から、マクスウェル方程式は次のように書ける。

dωem = 0←→ rotE+
∂B

∂t
= 0, divB = 0 (11.54)

d ∗ ωem = ωρj ←→ rotB− ∂E

∂t
= µ0j, divE =

ρ

ϵ0
(11.55)
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(11.54)式は微分形式 ωemが閉形式であることを示している。時空が単
連結な時は、定理 (30)より ωemは完全微分である4。従って、ある 1形式

A := Aµdx
µ (µ = 0, 1, 2, 3) (11.56)

が存在して

ωem = dA (11.57)

が成立する。実際、(11.56)より

dA = (∂µAν)dx
µ ∧ dxν =

1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν (11.58)

Fµν : = ∂µAν − ∂νAµ (11.59)

となるので、これらを (11.44)と比較すると

Ei = iFi4, Bi =
1

2
ϵijkFjk (11.60)

であることが分かる。Aµの各成分は電磁ポテンシャル (A, ϕ)と

Aµ =

Ai (µ = i = 1, 2, 3)

iϕ (µ = 4)
(11.61)

なる関係で結ばれている。こうして、マクスウェル方程式の第1の組 (11.54)

は

ddA = 0 (11.62)

と書ける。第 2の組 (11.55)は

d ∗ dA = ωρj (11.63)

と書けることがわかる。
ゲージ変換に対して不変なのは、ベクトルポテンシャルを任意のスカ
ラー関数 χを用いて

A −→ A′ = A+ dχ (11.64)

と変換することに相当する。この時、

A′ = (Aµ + ∂µχ)dx
µ (11.65)

4単連結でない場合は、電磁ポテンシャルは 1価でなくなる。これをアハラノフーボー
ムーキャッシャー効果 (Aharanov-Bohm-Casher effect)という。
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なので、電磁ポテンシャルは

Ai → Ai + ∂iχ, ϕ→ ϕ− ∂tχ (11.66)

と変換される。マクスウェル方程式がゲージ変換に対して不変性は ddχ = 0

だから自明となる。
(11.62)は 4階の完全反対称テンソル ϵλµνσ を用いて

ϵλµνσ∂λFµν = 0 (11.67)

と書くことができる。これはビアンキ恒等式 (Bianchi identity)と呼ばれ
ているものである5。以上のように、マクスウェル方程式は、特定の座標
系という表示によらない一般的な形式で書くことができる。物理学の言葉
でいうと、特定の座標系による表示とは、そのような座標系から見ている
観測者にとっての法則であるといえる。物理法則が座標系によらない微分
形式で書けることは、物理法則が観測者の見方によらない普遍的なもので
あるという事実を反映している。

11.3 曲線座標系

本節では、極座標や円筒座標などの一般の座標系 (u1, · · · , un)におい
て、勾配 (grad)や回転 (rot)などがどのように書けるかを考察しよう。微
分形式は、座標系の取り方に依らない普遍的な記述を行うということであ
り、ベクトルの諸公式とパラレルな関係にある。そこで、一般座標系にお
けるある点を表すベクトルを xとし、その微分量 dxを一般の曲線座標系
(curvilinear coordinate system) (u1, · · · , un) で表すことを考えよう。

dx =
∂x

∂ui
dui (11.68)

ここで、一般座標家における 1に規格化された基底ベクトルを

ei :=
∂x
∂ui√(
∂x
∂ui

)2 (11.69)

で定義し、右辺の分母を

gi :=

√(
∂x

∂ui

)2

(11.70)

5ビアンキ恒等式はホッジスター演算子が定義される多様体上で一般に成立する恒等式
である。
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とおくと

dx = eidx
i (11.71)

が得られる。こうして、一般座標系における表式

dxi = gidu
i (11.72)

が得られる。
次に、一般座標系における勾配、回転、発散を求めよう。

11.3.1 勾配

まず、勾配 (grdient)は 0-形式 f の外微分から得られるので、

df =

n∑
i=1

∂f

∂ui
dui =

n∑
i=1

1

gi

∂f

∂ui
dxi (11.73)

から

(gradf)i =
1

gi

∂f

∂ui
(11.74)

であることが分かる。

11.3.2 回転

回転 (rotation)は 1-形式 ωの外微分から得られる。(11.72)より

ω = ωjdx
j = ωjgjdu

j (11.75)

両辺の外微分をとると

dω =
∂(ωjgj)

∂ui
dui ∧ duj = 1

gigj

∂(ωjgj)

∂ui
dxi ∧ dxj (11.76)

ここで、ウエッジ積 dxi ∧ dxjの反対称性を利用すると、(11.76)は次のよ
うに書ける。

dω =
1

2gigj

(
∂(ωjgj)

∂ui
− ∂(ωigi)

∂uj

)
dxi ∧ dxj (11.77)

これが求める表式である。
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11.3.3 発散

3次元の場合は、(11.7)の両辺に*を作用させたものを (11.76)代入す
ると

dω = ϵijk
1

gigj

∂(ωjgj)

∂ui
∗ dxk (11.78)

両辺に*を作用させると

∗dω = ϵijk
1

gigj

∂(ωjgj)

∂ui
dxk (11.79)

これが 3次元の場合の回転の一般式である。ここで、

(rotω⃗)i := ϵijk
1

gjgk

∂(ωkgk)

∂uj
(11.80)

を定義すると、(11.78)は

∗dω = (rotω⃗)idx
i, ω⃗ := (ω1, ω2, ω3) (11.81)

と書ける。
発散 (divergence)は 2-形式の外微分から得られる。一般に 2-形式は

Ω =
1

2
Ωjkdx

j ∧ dxk =
1

2
Ωjkgjgkdu

j ∧ duk, Ωjk = −Ωkj (11.82)

のように書くことができる。両辺の外微分をとると

dΩ =
1

2

∂(Ωjkgjgk)

∂ui
dui ∧ duj ∧ duk

=
1

2gigjgk

∂(Ωjkgjgk)

∂ui
dxi ∧ dxj ∧ dxk (11.83)

これが発散の一般式である。
3次元の場合は、dxi ∧ dxj ∧ dxk = ϵijkdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 であるから、

(11.83)は

dΩ =
1

2g1g2g3
ϵijk

∂(Ωjkgjgk)

∂ui
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 (11.84)

と書ける。両辺の*をとり、∗(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) = 1を用いると、

∗dΩ =
1

2g1g2g3
ϵijk

∂(Ωjkgjgk)

∂ui
(11.85)

が得られる。
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(11.85)の右辺を具体的に書き下すと

1

2
ϵijk

∂(Ωjkgjgk)

∂ui
=
∂(Ω23g2g3)

∂u1
+
∂(Ω31g3g1)

∂u2
+
∂(Ω12g1g2)

∂u3
(11.86)

が得られる。そこで、

Ω23 =: Ω1, Ω31 =: Ω2, Ω12 =: Ω3 (11.87)

とおくと (11.85)は次のようによく知られた発散の形に書ける。

∗dΩ =
1

2g1g2g3

[
∂(Ω1g2g3)

∂u1
+
∂(Ω2g3g1)

∂u2
+
∂(Ω3g1g2)

∂u3

]
(11.88)

が得られる。
3次元の場合は 2-形式が 1-形式に*を作用させることによって得られるこ
とに着目すると、発散に対する等価な表式が得られる。1-形式 ω = ωidx

i

に*を作用させて (11.6)を用いると

∗ω =
1

2
ϵijkωidx

j ∧ dxk =
1

2
ϵijkωigjgkdu

j ∧ duk (11.89)

この式の外微分を取ると

d ∗ ω =
1

2
ϵijk

∂(ωigjgk)

∂ul
dul ∧ duj ∧ duk

=
1

2g1g2g3
ϵijk

∂(ωigjgk)

∂ul
dxl ∧ dxj ∧ dxk (11.90)

両辺の*をとり、∗(dxl ∧ dxj ∧ dxk) = ϵljkをもちいると

∗(d ∗ ω) = 1

2g1g2g3
ϵljkϵijk

∂(ωigjgk)

∂ul
(11.91)

ここで、ϵijkωi =: Ωjkとおくと

∗(d ∗ ω) = 1

2g1g2g3
ϵijk

∂(Ωjkgjgk)

∂ui
= ∗dΩ (11.92)

となり、(11.85)が再現される。

11.3.4 ラプラシアン

ラプラシアンは 2回の偏微分から構成されるスカラー量である。f をス
カラー場であるとすると、そこから 2階の微分を作るためには外微分 dを
2回作用させる必要がある。まず、一回目の作用をさせると

df = ∂ifdu
i =

1

gi
∂ifdx

i (11.93)
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ここで、∂i := ∂/∂uiである。dを 2回連続で作用するとゼロになるので
(d2 = 0)、それはできない。それを避けるために、両辺にホッジスター演
算子*を作用させて、(11.6)を用いると

∗df =
1

2gi
∂ifϵ

ijkdxj ∧ dxk =
gjgk
2gi

∂ifϵ
ijkduj ∧ duk (11.94)

この両辺の外微分をとると、

d ∗ df =
1

2
∂l

(
gjgk
2gi

∂if

)
ϵijkdul ∧ duj ∧ duk (11.95)

が得られる。dul ∧ duj ∧ duk = ϵljkdu1 ∧ du2 ∧ du3を代入すると

d ∗ df =
1

2
∂l

(
gjgk
2gi

∂if

)
ϵijkϵljkdu1 ∧ du2 ∧ du3

=

[
∂

∂u1

(
g2g3
g1

∂f

∂u1

)
+

∂

∂u2

(
g3g1
g2

∂f

∂u2

)
+

∂

∂u3

(
g1g2
g3

∂f

∂u3

)]
du1 ∧ du2 ∧ du3

=
1

g1g2g3

[
∂

∂u1

(
g2g3
g1

∂f

∂u1

)
+

∂

∂u2

(
g3g1
g2

∂f

∂u2

)
+

∂

∂u3

(
g1g2
g3

∂f

∂u3

)]
×dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 (11.96)

両辺にホッジスター演算子を作用させると求める表式が得られる。

∆ = ∗d ∗ df

=
1

g1g2g3

[
∂

∂u1

(
g2g3
g1

∂f

∂u1

)
+

∂

∂u2

(
g3g1
g2

∂f

∂u2

)
+

∂

∂u3

(
g1g2
g3

∂f

∂u3

)]
(11.97)

11.3.5 円筒座標

円筒座標 (cylindrical coordinates)の場合は、

u1 = r, u2 = θ, u3 = z (11.98)

なので、

g1 = 1, g2 = r, g3 = 1 (11.99)

よって

(gradf)r =
∂f

∂r
, (gradf)θ =

1

r

∂f

∂θ
, (gradf)z =

∂f

∂z
(11.100)
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(rotA)r =
1

r

∂Az

∂θ
− ∂Aθ

∂z

(rotA)θ =
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

(rotA)z =
1

r

(
∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

)
(11.101)

divA =
1

r

(
∂(rAr)

∂r
+
∂Aθ

∂θ

)
+
∂Az

∂z
(11.102)

∆ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
+

1

r2
∂2f

∂θ2
+
∂2f

∂z2
(11.103)

11.3.6 極座標

極座標 (polar coordinates)の場合は、

u1 = r sin θ cosϕ, u2 = r sin θ sinϕ, u3 = r cos θ (11.104)

なので、

g1 = 1, g2 = r, g3 = r sin θ (11.105)

よって

(gradf)r =
∂f

∂r
, (gradf)θ =

1

r

∂f

∂θ
, (gradf)ϕ =

1

r sin θ

∂f

∂ϕ
(11.106)

(rotA)r =
1

r sin θ

(
∂(sin θAϕ)

∂θ
− ∂Aθ

∂ϕ

)
(rotA)θ =

1

r

(
1

sin θ

∂Ar

∂ϕ
−
∂(rAϕ)

∂r

)
(rotA)ϕ =

1

r

(
∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

)
(11.107)

divA =
1

r2 sin θ

(
∂(r2 sin θAr)

∂r
+
∂(r sin θAθ)

∂θ
+
∂(rAϕ)

∂ϕ

)
(11.108)

∆ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
+

1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2f

∂ϕ2

]
(11.109)
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11.4 ゲージ理論

群論と微分形式の融合問題として、n次元空間の微分可能多様体M上
のゲージ理論を考えよう。局所座標系を (x1, x2, · · · , xn)とする。

11.4.1 可換ゲージ理論

ゲージポテンシャルが c-数のゲージ理論を可換（アーベリアン）ゲージ
理論という。これは、電磁場中の電荷の運動の問題と同じである。ゲージ
ポテンシャルAiが正準運動量 piと pi +Aiという形で現れるので、ゲー
ジポテンシャルは

∂i − iAi (11.110)

という組み合わせで現れる。ここで、∂i := ∂/∂xi である。座標変換 xi →
xi′に対して ∂iは

∂′i =
∂xj

∂xi′
∂j (11.111)

とランク 1の共変テンソル (covariant tensor of rank 1)として振る舞うの
で、同じ座標変換に対してゲージポテンシャルも

A′
i =

∂xj

∂xi′
Aj (11.112)

のように変換されなければならない。この時、1-形式

A = Aidx
i (11.113)

は座標変換に対して不変である。電磁場に相当するゲージ場は 2-形式で
あり、1-形式Aに外微分を作用させることで得られる。

F := dA = dAi ∧ dxi =
1

2
(∂iAj − ∂jAi)dx

i ∧ dxj (11.114)

これから、F は閉形式であることがわかる。

dF = ddA = 0 −→ divrotA = 0 (11.115)

ここで、A := (A1, A2, A3)である。また、F がゲージ変換

A→ A+ dχ (11.116)

に対して不変であることもわかる。
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11.4.2 非可換ゲージ理論

可換ゲージ理論におけるゲージポテンシャルは実数値をとるが、非可換
ゲージ理論のゲージポテンシャルはリー代数に値をもつ 1-形式である。こ
こでは、その中の最も簡単な SU(2)理論を考える。この時、ゲージポテ
ンシャルは 2行 2列のトレースレス反エルミート行列の 1-形式である。

A = Aj(iσj) =

(
iA3 iA1 +A2

iA1 −A2 −iA3

)
(11.117)

ここで、σj (j = 1, 2, 3)はパウリ行列である。2-形式であるゲージ場はA

の外微分とウエッジ積から構成される。

F = dA+A ∧A (11.118)

右辺の第 2項はAが行列なので残る。実際、

F = dAi ∧ dxi +Aidx
i ∧Ajdx

j = ∂jAidx
j ∧ dxi +AiAjdx

i ∧ dxj

=
1

2
(∂iAj − ∂jAi + [Ai, Aj ])dx

i ∧ dxj := Fijdx
i ∧ dxj (11.119)

よって

Fij =
1

2
(∂iAj − ∂jAi + [Ai, Aj ]) (11.120)

右辺の第二項はゲージポテンシャルに非可換性のために現れる。この項が
存在するために、F は閉形式ではない。実際、(11.119)より

dF = d(dA) + dA ∧A−A ∧ dA = dA ∧A−A ∧ dA
= (dA+A ∧A) ∧A−A ∧ (dA+A ∧A)
= F ∧A−A ∧ F (11.121)

こうして

dF − F ∧A+A ∧ F = 0 (11.122)

が得られる。これは SU(2)ゲージ理論におけるビアンキ恒等式 (Bianchi

identity)である。

11.4.3 チャーン・サイモンズ理論

第一チャーン形式

ゲージ場の外微分として与えられる形式をチャーン形式 (Chern form)

という。まず、F を 2π で割った量 C1 を第一チャーン形式 (first Chern
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form)と呼ばれる。

C1 :=
1

2π
F =

1

2π
dA =

1

4π
(∂iAj − ∂jAi)dx

i ∧ dxj (11.123)

また、

Y1 :=
1

2π
A (11.124)

をチャーン・サイモンズ 1-形式 (Chern-Simons 1-form)という。
議論を具体的にするために、2次元ユークリッド空間 R2 を考えよう。

C1を考えている多様体上で積分した量 c1は、第一チャーン数 (first Chern

number)と呼ばれる。今の場合は

c1 :=

∫∫
S
C1 =

1

2π

∫∫
S
dA =

1

2π

∫
∂S
A (11.125)

ここで、S = R2であり、また、最後の等式を導く際にストークスの定理を
用いた。境界∂Sとして、半径 rの円周をとると、x1 = r cos θ, x2 = r sin θ

であり、

A = A1dx
1 +A2dx

2 = r(−A1 sin θ +A2 cos θ)dθ

=: Aθ(r, θ)dθ (11.126)

なので

c1 =
1

2π

∫ 2π

0
A(r, θ)dθ (11.127)

rを十分大きくとると、F → 0となるので、Aとしてはゲージ変換の自由
度のみが残る。したがって、Aθ = dχ(θ)とおくことができるので、

c1 =
1

2π
(χ(2π)− χ(0)) (11.128)

が得られる。右辺の値は、ゲージ関数 χの値により、任意の値をとりう
る。しかし、ゲージ場Aが波動関数のようなスカラー場に結合すると、波
動関数の一価性により右辺は量子化される（整数値のみをとる）。実際、
量子力学で学んだように、電磁場のゲージ変換 A → A + dχに対して、
波動関数 ψは ψ → ψeiχとゲージ変換される。波動関数の一価性により、
χ(2π)− χ(0)は 2πの整数倍でなければならない。それゆえ、第一チャー
ン数 c1は整数値のみをとることがわかる。これが、磁場中の 2次元電子
系においてホール伝導度が e2/hを単位として量子化される量子ホール効
果の数学的説明である。
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f = dAと書けても、Aが多様体の全領域にわたって一価出ない場合が
ある。このような状況は、物理ではしばしば現れる。そのような場合は、
f は完全形式ではない6。例として、多様体M の 2つの部分M (1),M (2)を
考え、M =M (1) ∪M (2)でかつ、M (1) ∩M (2) ̸= ∅、すなわち、両者は重
なり部分を持つとしよう。M (1),M (2)上で定義されたゲージポテンシャル
を A1, A2とすると、物理量はゲージの取り方によらないので、重なり部
分では観測量である場の強さ (field strength)は等しくなければならない。
すなわち、

dA1 = dA2 on M (1) ∩M (2) (11.129)

このことは、M (1) ∩M (2)上で A1と A2が互いにゲージ変換で結ばれて
いれば満足される。すなわち、

A1 −A2 = dχ on M (1) ∩M (2) (11.130)

各領域での第一チャーン数は

c
(1)
1 =

1

2π

∫
M(1)

dA1 =
1

2π

∫
∂M(1)

A1 (11.131)

c
(2)
1 =

1

2π

∫
M(2)

dA2 =
1

2π

∫
∂M(2)

A2 (11.132)

話を具体的にするために、M = S2とし、M (1)とM (2)は S2からそれぞ
れ南極部分、北極部分を除外した領域をとろう。この時、境界 ∂Mとして、
赤道をとることができる。この時、Stokesの定理を適用する際に、北半球
と南半球で赤道を回る向きを逆にしないといけないことに注意すると、

c1 =
1

2π

∫
赤道

(A1 −A2) (11.133)

が得られる。右辺に (11.130)を代入すると

c1 =
1

2π
(χ(θ = π/2, ϕ = 2π)− χ(θ = π/2, ϕ = 0)) (11.134)

ここで、θは天頂角、ϕは方位角である。(11.134)の右辺の値は、古典論
では任意であるが、量子論では整数に量子化される。実際、量子論で領域
M (1),M (2)に対応する波動関数を ψ(1), ψ(2)とすると、関係式 (11.130)に
対応して、波動関数は ψ(1) = ψ(2)eiχという関係で結ばれる。波動関数の
一価性より、χ(θ = π/2, ϕ = 2π)−χ(θ = π/2, ϕ = 0)は 2πの整数倍でな
ければならない。従って、c1は整数値をとることが分かる。

610.1節で議論したように、f が完全形式であるためには f = dAが一価関数でなけれ
ばならないことを思い出そう。
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第二チャーン形式

次に、F のウエッジ積で与えられる量を考えよう。これを 8π2で割った
量を第二チャーン形式 (second Chern form)といい、C2と書く。

C2 :=
1

8π2
F ∧ F =

1

8π2
F ∧ dA =

1

8π2
d(F ∧A) := dY3 (11.135)

ここで、Y3はチャーン・サイモンズ 3-形式 (Chern-Simons 3-form)と呼
ばれる。最後の等式を導く際に、A ∧ A = AiAjdx

i ∧ dxj = 0を用いた。
ただし、ゲージ場が非可換な場合は (11.118)のようにゼロにはならない。
従って、チャーン・サイモンズ 3-形式は一般に次のように書かれる。

Y3 =
1

8π2
Tr

(
F ∧A− 1

3
A ∧A ∧A

)
(11.136)

ここで、Tr は積分と行列のトレースの両方が含まれる。
(11.135)をR4で積分した量 c2は、第二チャーン数 (second Chern num-

ber)と呼ばれる。

c2 :=
1

8π2

∫
M4

C2 =
1

8π2

∫
∂M4

F ∧A (11.137)

ここで、∂M4は 4次元多様体M4の境界を表している。
(11.137)はゲージポテンシャルにあらわに依存しているが、ゲージ変換

A→ A+ dχに対して不変である。実際、この時、c2の変化分は

∆c2 :=
1

8π2

∫
∂M4

F ∧ dχ =
1

8π2

∫
∂M4

d(F ∧ χ) = 0 (11.138)

M4 = R4の時は

c2 :=
1

8π2

∫
R4

C2 =
1

8π2

∫
S3
∞

F ∧A = 0 (11.139)

ここで、S3
∞は半径が無限大の 3次元球面を表している。無限遠ではF → 0

なので、最後の等式が得られる。一方、M4が2つの2次元多様体M
(1)
2 ,M

(2)
2

の直積空間M4 =M
(1)
2 ×M

(2)
2 の時は、F = F (1)+F (2)と分解できるので

c2 =
1

8π2

∫
M

(1)
2 ×M

(2)
2

F ∧ F =
1

2π

∫
M

(1)
2

F (1) 1

2π

∫
M

(2)
2

F (2)

= c
(1)
1 c

(2)
1 (11.140)

となり、2つの第一チャーン数 c
(1)
1 , c

(2)
1 の積で与えられる。
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これまで学んできたことの総合問題として、微分幾何が物理学における
トポロジカル現象にどのように応用されるかを考察しよう。まず、そのた
めの基礎概念を説明する。

12.1 引き戻し

引き戻し (pullback)は、変数 y ∈ V の関数や微分形式を、y = Φ(x)に
よって x ∈ U で表す操作をいう。これは、複雑な積分計算をより簡単な
領域での積分計算に変換するためのテクニックであり、トポロジカル不変
量の計算においても威力を発揮する。V 上の関数 f(y)の引き戻しをΦ∗f

と書くと、

Φ∗f = (Φ∗)f(x) := f(Φ(x)) (12.1)

具体例として、(rθ) ∈ U、(x, y) ∈ V、(x, y) = Φ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ)

とすると、Φによる u = f(x, y)dx+ g(x, y)dyの引き戻しは

Φ∗u = f

(
∂x

∂r
dr +

∂x

∂θ
dθ

)
+ g

(
∂y

∂r
dr +

∂y

∂θ
dθ

)
= (f cos θ + g sin θ)dr + (−f sin θ + g cos θ)rdθ (12.2)

で与えられる。
それでは、いくつかの具体例を見ていこう。

12.2 2次元強磁性体

スピンの大きさが 1の強磁性体を考えよう。スピンは古典的に扱い、2

次元平面内の任意の方向を向くことができると仮定する。この時、秩序変
数は 2次元平面内の単位ベクトルとして表される。

m̂(r) = (m1(r),m2(r)) (12.3)
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あるいは、複素数表示で

ψ(r) = m1(r) + im2(r) = eiϕ(r), ϕ = tan−1 m2

m1
(12.4)

これから

dϕ(r) = m1dm2 −m2dm1 = (m1∇m2 −m2∇m1)dr

=: A · dr (12.5)

定義により、A · dr = dϕ(r)なので、A · drは完全形式のように見えるが、
そのためには ϕが空間の全領域にわたり一価関数である必要がある。し
かし、物理的に要求されていることは、m̂の一価性であり、ϕのそれでは
ない。実際、(12.3)から明らかなように、ϕには 2πの任意性が存在する。
このため、Aを閉曲線Cに沿って線積分した量を 2πで割った量は整数値
nをとる。実空間で任意の閉曲線Cに沿って一周して元に戻った時に、ϕ
がたどる経路を Cϕと書こう。この時、

n =
1

2π

∫
Cϕ

dϕ (12.6)

を巻きつき数 (winding number)という。n ̸= 0の時、トポロジカルな欠
陥が存在するという。(12.6)を計算するために、積分の領域を実空間への
引き戻しを行う。(12.5)を用いると

n =
1

2π

∫
dϕ =

1

2π

∮
C
A · dr =

∫
S
b(r) · df (12.7)

ここで、Sは C で囲まれた領域、df は面要素である。

b =
1

2π
∇×A =

1

π
∇m1 ×∇m2 (12.8)

は、欠陥の面密度を表している。ここで、最後の等式は次のようにして示
される。

(∇×A)i = ϵijk∂jAk = ϵijk∂j(m1∂km2 −m2∂km1)

= 2ϵijk∂jm1∂km2 = 2(∇m1 ×∇m2)i (12.9)

(12.7)の nは実空間の閉曲線Cに沿って一周したときに、対応する秩序
変数の角度 ϕが円周 S1を何回まわるかを表す回数であると解釈される。
このため、nは C から Cϕへの写像の度合い (degree of mapping)とも呼
ばれる。この写像において、Cϕ上の任意の点 P に移される C上の点は、
一般に n個以上ある。それらを P1, · · · , Pmとすると、m ≥ nである。点
Pi (i = 1, 2, · · · ,m)から P への写像のヤコビアンを Jiとすると、

n =
∑
i

signJi (12.10)

なる関係式が成立する。
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12.3 3次元強磁性体

次に、3次元空間における強磁性体を考える。この時、秩序変数は 3次
元的になる。

m̂(r) = (m1(r),m2(r),m3(r)), |m̂| = 1 (12.11)

3次元空間でのトポロジカル欠陥は、次のように考えることができる。実
空間の閉曲面 F を rが一回掃印したときに、m̂が半径 1の球面 S2を何回
覆うかを考えよう。その回数がゼロでないときに、F 内にトポロジカル欠
陥があると考えられる。曲面 F は 2次元なので 2つのパラメータ t1, t2で
パラメトライズできる。そこで、t1, t2を微小量変化させたときの m̂の変
化量をそれぞれ d1m̂, d2m̂と書くと

d1m̂ = ∂im̂
∂xi

∂t1
dt1, d2m̂ = ∂im̂

∂xi

∂t2
dt2 (12.12)

である。S2上で d1m̂, d2m̂が囲む面積 dΩは

dΩ = m̂ · (d1m̂× d2m̂)

= ϵpqrmp∂imq∂jmr
∂xi

∂t1

∂xj

∂t2
dt1dt2

=
1

2
ϵpqrmp(∂imq∂jmr − ∂imr∂jmq)

∂xi

∂t1

∂xj

∂t2
dt1dt2

=
1

2
ϵpqrmp(∂imq∂jmr − ∂imr∂jmq)ϵ

ijkdSk

=
1

2
ϵpqrmp(∇mq ×∇mr) · dS (12.13)

ここで

dS1 =
∂x2

∂t1

∂x3

∂t2
dt1dt2, dS

2 =
∂x3

∂t1

∂x1

∂t2
dt1dt2, dS

3 =
∂x1

∂t1

∂x2

∂t2
dt1dt2

(12.14)

は面積要素で、dS = (dS1, dS2, dS3)である。(12.13)は次のように書ける。

dΩ =
1

2
ϵpqrmp(∇mq ×∇mr) · dS =: d · dS (12.15)

ここで、

d =
1

2
ϵpqrmp(∇mq ×∇mr) (12.16)

こうして、巻つき数は

n =
1

4π

∫
S2

dΩ =
1

4π

∫
F
d · dS =

∫
V
ρ(r)dr (12.17)
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で与えられる。ここで、V は閉曲面 F の内側の領域である。(12.17)の n

は閉曲面 F から S2への写像の度合いであると解釈できる。
nは閉曲面 F の内側に含まれる点欠陥の数であると解釈できる。また、

ρ(r) =
1

4π
divj =

1

8π
ϵijkϵpqr(∂imp)(∂jmq)(∂kmr) (12.18)

は点欠陥の密度 (density of point singularities)である。
hを任意のベクトルとして、流れの密度 jを

j =
1

4π
(∇× h− ∂td) (12.19)

で定義すると、連続の方程式

∂tρ+∇ · d = 0 (12.20)

が満足される。
ρと jは次の変換に対して不変である。

d→ d+∇× v, h→ h+ ∂tv (12.21)

しかし、これらはゲージ群の作用から導かれるわけではないのでゲージ変
換ではない。

12.4 特異性を持たない織目構造

12.4.1 秩序変数

超流動ヘリウム３はクーパー対がP波 (角運動量が１）の超流動状態で
あり、クーパー対の（相対）軌道角運動量の方向を表す単位ベクトル l̂と
スピンの方向、および、超流動の位相（ゲージとも呼ばれる）θによって特
徴づけられる。超流動ヘリウム３のA相ではこのうち軌道角運動量と位相
（ゲージとも呼ばれる）が結合し1、軌道角運動量と位相が空間と時間の関数
として決まった値をとる。位相は、l̂に垂直な互いに直交する 2つの単位ベ
クトル m̂, n̂を用いて特徴づける。いま、空間の原点で m̂ = x̂, n̂ = ŷ, l̂ = ẑ

となるように選ぶ。空間の任意に選ばれた点の軌道角運動量の方向に l̂が
一致するように {l̂, m̂, n̂}を回転させ、その時の m̂, n̂を m̂0, n̂0と記す。そ
の上で、

m̂+ in̂ = (m̂0 + in̂0)e
iθ (12.22)

1これを軌道ーゲージ対称性の破れ (broken relative gauge-orbital symmetry)という。
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となるように各点での m̂, n̂を定義する。このとき、

m̂ = m̂0 cos θ − n̂0 sin θ, n̂ = n̂0 cos θ + m̂0 sin θ (12.23)

なので、超流動速度は次のように書くことができる。

vs =
~
M
∇θ = ~

M
mi∇ni (12.24)

超流動ヘリウム A相の秩序変数は、このようにして定義された 3つ組
(triad)と呼ばれる互いに直交する 3つの単位ベクトルの組 (m,n, l)によっ
て記述される。これら 3つの単位ベクトルは右手系をなし、l = m×nで
ある。秩序変数の対称性は SO(3)∼= S3/Z2である。

12.4.2 Mermin-Hoの関係式

超流動の渦度は超流動速度の回転 rotvsによって与えられる。A相の渦
度は角運動量ベクトル l̂だけを用いて

rotvs =
~

2M
ϵijkli∇lj ×∇lk (12.25)

と書ける。この関係式はマーミン・ホーの関係式 (Mermin-Ho relation)と
呼ばれる。これは次のようにして示すことができる。まず、(12.24)の両
辺の i成分をとると

M

~
(vs)i = ϵijk(∂jmp)(∂knp)

= ϵijk(∂j(n̂× l̂)p)(∂k(l̂ × m̂)p)

= ϵijkϵpabϵpcd(∂j(nalb)(∂k(lcmd))

= ϵijk∂j(nalb)[∂k(lamb)− ∂k(lbma)] (12.26)

l̂, m̂, n̂が互いに直交していることを用い、また、∂j(l2a) = 0などを用い
ると

M

~
(vs)i = ϵijk(∂jlb)(∂kla)namb

=
1

2
ϵijk(∂jlb)(∂kla)(namb − nbma)

=
1

2
(∇la ×∇lb)ϵabclc (12.27)

こうして (12.25)が成立することが示された。
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12.4.3 織目構造

さて、(m,n, l)が空間的に変化する様子を織目構造 (texture)という。
空間の各点における (m,n, l)は、基準となる単位直交ベクトル x̂, ŷ, ẑを
SO(3)回転させることによって得られる。ここで、SO(3)回転の行列Rは
3行 3列の直交行列であり、

R = e−i(aSx+bSy+cSz)θ, a2 + b2 + c2 = 1 (12.28)

で与えられる。ここで、Sx,y,z は直交座標表示におけるスピン 1行列であ
り、行列要素は (Sα)βγ = −iϵαβγ で与えられる。具体的に書き下すと

Sx =

 0 0 0

0 0 −i
0 i 0

, Sy =

 0 0 i

0 0 0

−i 0 0

, Sz =
 0 −i 0

i 0 0

0 0 0

(12.29)

これらを (12.28)に代入して計算すると

R =

1− 2(b2 + c2) sin2 θ
2 2ab sin2 θ

2 − c sin θ 2ac sin2 θ
2 + b sin θ

2ab sin2 θ
2 + c sin θ 1− 2(c2 + a2) sin2 θ

2 2bc sin2 θ
2 − a sin θ

2ac sin2 θ
2 − b sin θ 2bc sin2 θ

2 + a sin θ 1− 2(a2 + b2) sin2 θ
2


(12.30)

が得られる。そこで、4次元単位ベクトル

(nα) := (n1, n2, n3, n4) =

(
a sin

θ

2
, b sin

θ

2
, c sin

θ

2
, cos

θ

2

)
(12.31)

を導入すると、Rの行列要素は次のように書ける。

Rij = δij + 2[ninj − (n21 + n22 + n23)δij ]− 2ϵijknkn4 (12.32)

θ → θ + 2πとすると、nα → −nαとなるが、この時Rij は不変である。
回転行列Rを用いると (m,n, l)は次のように与えられる。

m(r) = R(r)x̂, n(r) = R(r)ŷ, l(r) = R(r)ẑ (12.33)

これらが互いに直交していることは次のように直接計算で確かめることも
できる。

(m× n)i = ϵijkmjnk = ϵijkRjpxpRkqyq = (ϵijkRjpRkq)xpyq

= ϵpqrRirxpyq = Rirzr = li (12.34)

このように秩序変数は 4次元単位ベクトル nαによって完全に特徴づけ
ることができる。そこで、次の量を考える。

ω = ϵαβγδnαdnβ ∧ dnγ ∧ dnδ (12.35)
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この量の外微分を求めると

dω = ϵαβγδ(∂ϵnα)dnϵ ∧ dnβ ∧ dnγ ∧ dnδ
= ϵαβγδdnα ∧ dnβ ∧ dnγ ∧ dnδ
= 24dn1 ∧ dn2 ∧ dn3 ∧ dn4 (12.36)

これらに対して、ストークスの定理を適用すると∫
∂D

ω =

∫∫
D
dω (12.37)

半径が 1の 4次元単位球の体積は π2/2なので2、Dを半径が 1の四次元
球にとると右辺の値は (12.36)より 12π2となる。したがって、4次元球の
表面 ∂D = S3への写像の巻付き数N は

N =
1

12π2

∫
S3

ω =
1

12π2

∫
S3

ϵαβγδnαdnβ ∧ dnγ ∧ dnδ (12.38)

で与えられる。実空間への引き戻しを行うと

N =
1

12π2

∫
d3rϵαβγδnαϵ

ijk ∂nβ
∂xi

∂nγ
∂xj

nδ
∂xk

=
1

2π2

∫
d3rϵαβγδnα

∂(nβ, nγ , nδ)

∂(x1, x2, x3)
(12.39)

2半径が r の 4次元単位球の体積は π2r4/2である。


